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PRÉFACE. 


( 


Le plan du présent Volume semblera, au lecteur, conçu autre¬ 
ment que le plan des Volumes qui l’ont précédé. Dans les théories 
exposées aux Tomes l et II , je me suis efforcé de respecter, au 
moins dans ses grandes lignes, l’ordre traditionnel. Je ne l’ai pas 


fait ici, et je dois, en quelques mots, en dire la raison. 

En Électrodynamique, il n’existe pas, à proprement parler, 
d’ordre traditionnel; chaque auteur qui a introduit des idées nou¬ 
velles dans cette partie de la science les a démontrées d’une ma¬ 
nière différente, souvent sans se soucier beaucoup de les relier aux 


idées émises par ceux qui l’avaient précédé. Force m’a donc été 
de construire mon Livre sur un plan entièrement nouveau. Ce plan 


choquera peut-être les habitudes d’esprit de quelques lecteurs ; j’ai 
expliqué dans un des Chapitres de I Ouvrage ( Livre XIV, Cliap. V) 

les raisons qui m’ont amené à l’adopter. 

Ne pouvant me laisser guider par la tradition comme dans les 

Volumes précédents, il ne m’a pas été possible d’indiquer d’une 
manière aussi précise la part de chaque physicien dans la constitu¬ 
tion des théories que j’expose. Lorsque je rencontre un théorème 
qui a été formellement énoncé par un auteur, j ai toujouis soin de 
citer cet auteur. Mais je n’ai pas toujours pu marquer d une ma¬ 
nière aussi nette ceux dont les idées ont inspiré ou pénétré mes 
raisonnements. Je supplie le lecteur de ne point voir dans cette 
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omission, à laquelle je n’aurais pu remédier que par des discus¬ 
sions historiques trop longues, le désir de m’attribuer les décou¬ 
vertes d’autrui. Du reste, je réparerai en grande partie cette 
omission en citant les noms de ceux dont les Ouvrages ont le plus 

a 

influé sur la direction de mes recherches; ce sera en outre pour 

i 

moi le moyen de témoigner mon admiration pour ceux qui ont le 
plus contribué, depuis vingt ans, aux progrès de l’Électrodyna- 
mique; j’ai nommé M. H. von Helmholtz et M. Cari Neumann. 


Lille, ij février 1891. 




TOME III. 


INTRODUCTION MATHÉMATIQUE 

A L’ÉLECTRODYNAMIQUE. 

CHAPITRE PREMIER. 

ft' 

DES INTÉGRALES CURVILIGNES (■). 


§ 1. — Paramètres qui définissent la situation relative 

de deux éléments linéaires. 

En étudiant l’Electrodynamique et l’Electromagnétisme, on fait 
constamment appel à un certain nombre de propositions de Géo¬ 
métrie analytique peu employées en dehors du domaine de ces 
sciences. Nous allons réunir ici les plus importantes parmi ces 

propositions. 

Soient x, y, z les coordonnées rectangulaires ( 2 ) d’un point M 


(•) Voir, au sujet des intégrales curvilignes et des intégrales de surface, le 
Tome I du Traité d’Analyse de M. É. Picard. Dans ce bel Ouvrage, la théorie 
de ces intégrales est traitée avec de grands développements et par des méthodes 

souvent différentes de celles qui sont exposées ici. 

( 2 ) Dans tout ce qui va suivre, sauf indication contraire, il ne sera jamais 

fait usage de coordonnées non rectangulaires. 

I). — III. 


I 
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d’une courbe sur laquelle un sens de parcours a été choisi. Soit 
MM 7 un élément de cette courbe, issu du point M, et ayant pour 
longueur ds. Le point M / a pour coordonnées 






Soit MT la tangente en M à la courbe considérée, dirigée dans 
le sens de parcours qui a été choisi sur la courbe. Cette demi- 
droite MT fait, avec les axes de coordonnées Oœ, Oy, O*, des 
angles a, [ü, y et l’on sait que l’on a 



cos a = 




On a souvent à considérer le système formé dans l’espace par 
deux éléments linéaires 


MM] = ds, M'M; = ds'. 

Un semblable système ( fig . i) est évidemment défini par les 
paramètres suivants : 

i° Les longueurs ds, ds' des deux éléments ; 



2 ° La distance r de l’origine M du premier à l’origine M 7 du 
second ; 

3° Les trois angles 9, 0', tu, lesquels sont eux-mêmes définis 
de la manière suivante : 

0 est le plus petit des angles que la direction MMj de l’élément 
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ds fait avec la direction MM' de la droite qui joint l’origine de 
l’élément ds à l’origine de l’élément ds' ; 

0' est le plus petit des angles que la direction M'M' de l’élé¬ 
ment ds' fait avec la même direction MM 7 ; 

w est le plus petit des deux angles que font entre elles les di¬ 
rections MM,, M'M'. 

La connaissance des paramètres r, ds , ds', 0, 0', w ne définit pas 
sans ambiguïté le svstème des deux éléments MM,, M'M' ; l’élé- 
ment MM, étant arbitrairement placé dans l’espace, la connais¬ 
sance de ces paramètres définit, pour l’élément M'M', deux posi¬ 
tions possibles, symétriques par rapport au plan M,MM'. Mais, 
dans un grand nombre de cas, la fonction du système des deux 
éléments que nous aurons à considérer aura la même valeur pour 
ces deux systèmes distincts. Dans ces cas, on pourra regarder le 
système de deux éléments comme complètement défini par la 
connaissance des paramètres 

ds, ds', r, 0, 0', ai. 

Les trois angles 9, 9', co étant, par définition, compris entre o 
et tu, sont définis par leurs cosinus. On peut donc dire, dans le 
cas dont nous venons de parler, qu’une fonction du système des 
deux éléments est définie lorsque l’on connaît les paramètres 

ds, ds', r, cosO, cosO', costo. 

Ces paramètres, dont la considération revient à chaque instant 
dans les Chapitres suivants, sont susceptibles de plusieurs expres¬ 
sions qu’il est indispensable de connaître. 

ÏP y 

Soient x, y, z les coordonnées du point M, et x', y ', z' les co¬ 
ordonnées du point M'. Nous aurons, en premier lieu, 

( 2 ) r 2 = {x' — x) 2 -h (y —y0 2 -t-(X— Z Y‘ 

Soient a, (3, y les angles de la direction MM, avec les axes 
Ox, Oy, O z et a', [3', y' les angles de la direction M'M' avec les 


mêmes axes. Nous aurons, 

d’après les égalités (1), 

dx 

cos a = -r~ ? 

ds 

0 dy 

cos ^= ds’ 

O 

O 

en 

. j 

II 

g- g- 

, dx 9 

cos a — } . > 

ds 

cos 3 '= -$7’ 

■ ds' 

"CS l'es 
II 

CD 

O 

O 
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Or, on sait que 


COS O) 


cos a cosa'-r- cos P cos -+- cos y cos y 


On a donc 


( 3 ) 


CO S (O 


dx dx' dy dy' 


dz dz' 


ds ds 1 



ds ds’ 



ds ds ' 


La droite MM' fait avec Ox, O y, Oz des angles 1 , [x, 


l’on a 


COS 


X 


X 


X 


y —r 

COS IJ. = - - ) 


cosv 


/• 


r 


Or 


cosô = cosX cosa -+- cosfx cos(3 -+- cosv cosy> 
cos 6'= cosX cosa' cos [x cos [3' -f- cosv cos y 


t 


On a donc 


cosô 


( 4 ) 


cos 6' 


L’égalité (2) donne 


x' — X 

dx 


—y d y , 

z — z dz 

r 

ds 

-t- 

/* ds 

r ds 

x r — x 

dx ' 

ÿ 

-h — 

— .7 dy 

z 1 — z dz* 

r 

ds' 

r ds ' 

r ds' 

dr 


dr 

x r — x 


dx' 


dx 

9 

r 


dr 


dr 

y' — r 


dy' 


’ dy ~ 

- - ? 

r 


dr 


dr 

t 


dz' 


dz 

- 1 ■ ? 
r 



relations moyennant lesquelles les égalités (4) deviennent 



cos 6 = — / 

f dr 

dx 

dr 

dy 

dr 

dz\ 


K dx 

ds 

H ày 

ds 4 

dz 

ds J 



dr 

dx r 

dr 

dy' 

dr 

dz' 


COSÔ = 

dx' 

ds' 

^ ày' 

ds' “* 

dz' 

ds' 

ou bien 








( 5 ) 

COSÔ 


dr 


a j 

dr 


- - - 

ds ’ 

cosü = 

ds'' 



L'ensemble des égalités ( 4 ) et ( 5 ) donne 

dr x'—x dx ' y'—y dy' z'—z dz' 
ds' ~ r ds' r ds' r ds' 


v, et 
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d 2 r 
ds ds f 


i 



x 


dx dx r 


ds ds ' 


x 


t 



x 


r 


dy dÿ_ 

ds ds' 



dz dz' 
ds ds' 


x dx 

y'—y 

<ty_ 

z '— z dz\^ 

ds 

r 

ds 

r ds J 

x dx' 

i 

y—y 

dy' , 

z '— z dz'\ 

ds' ^ 

r 

ds' '' 

r ds' i 


Si l’on tient compte des égalités (3) et (4), cette égalité de¬ 


vient 


( 6 ) 


COSÔ COS0' 


Costa 


d 2 / 


r 


ds ds' 


ou bien, en tenant compte des égalités (5), 



COSO) — 


or dr 
ds à s' 



La droite indéfinie MM' et la demi-droite MM, déterminent un 
premier demi-plan. La droite indéfinie MM' et la demi-droite 

M'M' déterminent un second demi-plan. 

Soit e le plus petit des dièdres formés par ces deux demi-plans. 
Cet angle étant, par définition, qompris entre o et -ir, est déter¬ 
miné par son cosinus. 

Par M, menons une parallèle Mm' à M'M' (fi g . 2 ). Dans le 



trièdre MM, m\ M', l’angle £ est le dièdre opposé à l’angle M, Mm' 
ou tu ; il est compris entre les faces M'MM,, ou 9 et M'M m\, ou 

6'. On a donc 


( 8 ) 


COSü) 


cos6 cos6'-t- sinô sinô' coss. 
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Cetle égalité nous montre que, si une fonction dépendant de la 
position relative des deux éléments ds et ds' dépend, d’une manière 
uniforme, des paramètres 

0, 0', co, 

elle dépend d’une manière uniforme des paramètres 

0, 0', s 

et réciproquement ; d’ailleurs ces angles 0, (f, w, s sont tous com¬ 
pris entre o et n et, partant, définis d’une manière uniforme par 
leurs cosinus. 

La comparaison des égalités (6) et (8) donne 



sin 0 sin6' cos 


d 2 1 


O ~ 


/* - 


ds ds 1 


Les diverses égaillés que nous venons d’écrire sont d’un con- 
tinuel usage dans l’étude de l’Électrodynamique. 

INous avons vu que la connaissance des angles 0, (f, w, ou bien, 
ce qui revient au meme, des angles 6, ff, e, ne définissait pas sans 
ambiguïté la direction relative des deux éléments 

’ * 1 

Mais on peut trouver un système d’angles qui définisse sans am¬ 




biguïté la direction relative des deux él léments MM,, M'M'. 

Qu’on imagine un demi-plan, limité par la droite MM', et 
tournant de gauche à droite autour de cet axe. Que ce demi-plan 
coïncide d abord avec le demi-plan M 7 MM,. Pour venir coïncider 
avec le plan il devra tourner d’un angle e, compris entre 

o et 2 7r. La connaissance des angles 0, O 7 , e définit sans ambi¬ 
guïté la direction relative des deux éléments MM,, M'M'. 

Si l’angle e est compris entre o et tc, on a 


e. 


Si, au contraire, l’angle e est compris entre tc et 2 tc, on a 
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§ 2 . 


De l’intégrale curviligne. Définition. Théorème fondamental. 


Soient U, V, W trois fonctions uniformes et continues des 


variables suivantes 


x, 

dx 


y 


5 


/S 3 


J 


dy 


dz 


ds ds ’ ds ’ 


d' l x 


• i • • • î 


’ * • ? 


4 « 


* ? 


d n z 

ds ,L 


Imaginons que #, y, z soient les coordonnées d’un point va¬ 
riable M d’une courbe AMB (fig . 3). Soit s l’arc AM. On pourra 


Fig. 3. 



toujours imaginer que la courbe soit representee par les équations 

4 

$ = /(*)» 

y = g( s ): 

I 

z = h(s), 

f §y h étant des fonctions finies, uniformes et continues de s, 
dont les dérivées par rapport à 5 jusqu’à l’ordre n existent, sont 
uniformes, et sont des fonctions finies et continues de s, sauf en 
un nombre limité de points de la courbe. 



I 
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Moyennant ces relations, les quantités 



vont devenir des fonctions uniformes de s, ces fonctions pouvant 
être infinies ou discontinues en certains points ou en certaines 
régions de la courbe AMB. Il en sera de même des fonctions 
u(s), v(s), w(s), obtenues en remplaçant les variables qui figurent 
dans les fonctions U, V, W par leurs expressions en fonction 
de s. 


Soient 




Soit, en outre, S la longueur de l’arc AMB. Si l’intégrale dé¬ 


fini 


le 


1 


|>(s) ©(s) 


eO)<W's) 


iu(s) 0(s)] ds 


existe, nous la représenterons par le symbole 



et nous dirons que ce symbole représente une intégrale curvi¬ 
ligne prise le long de la courbe AMB. 

Il faut bien remarquer que ce symbole n’a aucun sens, en gé¬ 
néral, si l’on ne suppose pas l’arc AMB complètement connu 
c’est seulement lorsqu’on suppose cet arc connu qu’il prend un 
sens, celui d’une intégrale définie, et à chaque arc différent joi¬ 
gnant le point A au point B correspond un sens différent de ce 
symbole, ce sens étant traduit par une intégrale définie différente. 

Pour définir cette intégrale, nous avons supposé les coordon¬ 
nées d’un point de la courbe AMB exprimées au moyen de l’arc s 
de celle courbe; mais nous aurions pu tout aussi bien les sup¬ 
poser exprimées au moyen d’un paramètre t variable d’une manière 
continue le long de la courbe AMB. 
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Presque toutes les propriétés des intégrales curvilignes se dé¬ 
duisent d’une proposition fondamentale que nous allons démon¬ 
trer. 

Supposons que les trois fonctions U, V, W dépendent seule¬ 
ment de x 1 y 1 z et, de plus, que l’on ait 



d F (x, y, z) 

d.v 


v _ à¥(x,y, z) 

v — ---, 

ày 

w= â¥p,y,z) ' 

ÔZ 

F étant, dans tout l’espace, une fonction uniforme, finie et con¬ 
tinue de x,y, z. 

Considérons une courbe AMB quelconque, donnée par les 
équations 

« =/(*)> 

y = #( s )> 

z = h (s). 


Si dans F (x,y,z) on remplace x,y,z par ces fonctions uni¬ 
formes, finies et continues de s, F (x,y, z) va se transformer en 
une fonction uniforme, finie et continue de s 

F[/(s), £•(*), M*)l = *(*)• 


L’intégrale curviligne 

f ( U dx Y dy H- W dz) 

«AAMB 

sera égale, par définition, à 


r s r dF df(s) (jF dg{s) t dF dh(s) 1 ^ 

J 0 Yàm ds + à g( s ) ds ^dh(s) ds J 

ou bien à 

f S ^ds. 

Jo ds 

$>{s) étant une fonction uniforme, finie et continue de s , cette 
dernière quantité a pour valeur 

4»(S)- *(o). 
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Soient æ’oiJKoj les coordonnées du point A et z { les 

coordonnées du point B. Nous aurons 


et, par conséquent, 


<ï>(o)= F(a? 0> ^o, z o), 

*(S)= Fixuy^z,) 



( U dx 


Vf/j + Wà)= F(a?i,7i, z v )— F(x 0 ,y 0 , z 0 ). 


AMIl 


Ainsi l’intégrale curviligne considérée dépend exclusivement de 
l’origine et de l’extrémité de la courbe le long de laquelle elle est 
prise et point de la forme de cette courbe. 

Da ns ce cas particulier, on voit que l’on peut attribuer un sens 
au symbole 


(U dx -f- V dy -f- W dz ), 


AM B 


pourvu seulement que l’on connaisse les deux points A et B, sans 

qu’il soit nécessaire de connaître la courbe AMB. Ce sens est celui 
de la différence 

F(a?i)7i, z j ) F (Xo, j'o, «o)• 

Supposons que la courbe AMB soit une courbe fermée; le point 
B coïncidant avec le point A., les coordonnées x,,y lt z, sont res¬ 
pectivement identiques aux coordonnées x 0 ,y 0 ,z 0 . Comme, 
d’ailleurs, la fonction F(x f y,z) est une fonction uniforme, finie 
el continue de x,y, 5, on aura assurément 


F ( 3 ? i, 71 * ) F ( xq , 70 , -o ) — o. 

Ainsi, lorsque U, V, W sont les trois dérivées partielles d’une 

même fonction uniforme, finie et continue de x,y, z, 1 intégrale 
curviligne 



« tendue à une courbe fermée quelconque, est égale à o. 

Avant de démontrer la réciproque de cette proposition, une 
remarque est nécessaire. 

Si, pour toute courbe ouverte AMB, dont l’origine A a pour 
coordonnées x 0 , y 0} z 0 el dont l’extrémité B a pour coordonnées 
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X\ une certaine intégrale curviligne vérifie la relation 




F (ûc,y,z) étant une fonction uniforme, finie et continue de x , 
y, z, on aura, pour toute courbe fermée, 



\dÿ + Vtds) = o. 


Inversement, considérons une intégrale curviligne telle que, pour 
toute courbe fermée, on ait 


/ (U dx -h- V dy -i- W dz) = o, 

et cherchons la valeur de l’intégrale 

f ( ü dx -h V dy + W dz)= [AMB]. 

•-'A M B 

Pour obtenir cette valeur, nous remarquerons en premier lieu que 
l’intégrale AMB change de signe, sans changer de valeur, lorsqu’on 
conserve la courbe AMB en renversant son sens de parcours : re¬ 
lation qui peut s’écrire symboliquement 

[AMB] -t- [BMA] = o. 

J> 

£ 

En effet, la somme que nous venons d’écrire n’est autre que la 
valeur de l’intégrale curviligne considérée le long de la courbe 
fermée particulière AMBMA, et nous savons que cette valeur est o. 

En second lieu, nous remarquerons que la valeur de l’intégrale 
curviligne le long d’un arc de courbe quelconque AMB dépend 
uniquement de la position des points A et B et du sens de parcours 
de l’arc de courbe, mais nullement de la forme même de l’arc de 

m 

courbe. 

En effet, soient AMB, AM'B deux arcs de courbe différents 
unissant le point A au point B. La courbe AM B M'A étant une 

courbe fermée, on a 

[A MB M'A] = o, 

ce qui peut encore s’écrire 

[AMB][B M'A] = o. 
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Mais, d’après la remarque précédente, 

[BM'A] + [AM'B] = o. 

\ 

On a donc, comme nous l’avions annoncé, 

Ces deux remarques faites, choisissons arbitrairement ( Jig . 4) un 
point II, de coordonnées a, (3, y. Soit P (x,y, z) un autre point 
du plan. L’intégrale 

! ( U clx 4- V dy -+- W dz), 

OiImp 

prise le long d’une courbe quelconque IIMP joignant le point II 
au point P, aura une valeur indépendante de la forme de cette 
courbe et dépendant seulement de la position des points II et P. 


Fier r, 

A 1 & * T * 



D’ailleurs, la position du point II étant supposée prise arbitrai¬ 
rement une fois pour toutes, on voit que la valeur en question 
définit une fonction uniforme des coordonnées x,y,z du point P. 
Désignons cette valeur par F (x,y , z ). 

Si les fonctions U,V, W sont des quantités finies, il est aisé 
de voir que cette quantité est finie. Il est aisé, de plus, de voir 
qu’elle est continue. Soit, en effet, P 1 (x\y', z') un point voi¬ 
sin du point P. La fonction F (x',y',z') est la valeur de l’inté¬ 
grale curviligne prise le long d’une courbe quelconque joi¬ 
gnant le point II au point P'. Or, comme telle courbure, on peut 
prendre la courbe I! MP suivie de la droite PP'. On voit alors aisé- 
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ment que 





f (U 

c/pp- 


dx 



Vdy 



W dz), 


et l’intégrale qui ligure au second membre est évidemment infini¬ 
ment petite avec PP ; , ce qui démontre le théorème énoncé. 

Ayant ainsi défini la fonction uniforme, finie et continue de 
x^y, x que nous avons désignée par F (x,y, z), arrivons à l’éva¬ 
luation de [AMB]. 

Si nous remarquons que II AMB ( fi g. 5) est une ligne qui mène 


Fig. 5. 



x 


du point II au point B, nous trouverons 


[IIAMB] = F z t ). 


D’ailleurs, 


[IIAMB] = [nA]-+-[AMB] 


et 


[Il A] = FO 0 ,y 0 , *<>)• 


Nous trouvons donc 


[AMB] = f (U dx -hV dy-hW dz) = F(x h y 1 ,zi)—F(x <h y 0 ,z 0 ). 

d AMB 


Ainsi : dire que Vintégrale curviligne 


/ (ü 


dx 



Vdy 



W dz) 


étendue à un contour fermé quelconque est égale à o, ou bien 
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dire que la même intégrale étendue à une courbe quelconque 
est la différence des valeurs que prend, aux deux extrémités 
de la courbe, une fonction uniforme, finie et continue des coor¬ 
données, c'est énoncer deux propositions équivalentes. 

Cherchons maintenant quelle forme doivent présenter les quan¬ 
tités U, V, W pour que Ton puisse énoncer ces deux propositions. 

Nous avons 

f (U clx -r V dy 4- W dz) — F(Xi,yi, *i)— F(x<>,yo, **)• 

«A MB 

Soit B' un point situé à une distance infiniment petite ds du point l>. 
Soient a, [i, y les cosinus des angles que la droite Bl/ fait avec 
O x, Or, O:. Nous aurons, pour coordonnées du point B, 

a ds, y\ -t- $ ds, 3i 4- Y ds. 

Nous aurons donc 



A.MBB' 


( U dx V dy -+- W dz) = F(j?i -h oc ds, y i 

* 

F(>o,jo, Vr 



3 ds, z 


I 


Y ds) 


Or le premier membre peut s’écrire 


(U dx 


V dy 


W dz ) H- ( U ! a 


Vip 


W ! y ) ds 


? 


AM B 


U 1} V,, W, étant les valeurs de U, V, W en un certain point de 
la ligne BB ; . On a donc 

i, dx 4- Vi dy 4- Wi dz = F(a?i-+- dx,y v -+- dy,z x -\- dz)— Y(x u yi, z t ), 





Si l’on rapproche ce résultat de celui que nous avons obtenu au 
commencement de ce paragraphe, on voit que : 

La condition nécessaire et suffisante pour que Vintégrale 
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étendue à une courbe fermée quelconque, soit égale à o, est 

que les trois quantités U, V, W soient les dérivées partielles 

par rapport à x, y, z d'une même fonction uniforme, finie et 
continue de x,y, z. 


Tel est le théorème fondamental sur lequel repose la théorie 
des intégrales curvilignes. 

Donnons immédiatement une application de ce théorème. 

La quantité 


dr x'—x dx' y'—y dy' 

ds' r ds' /’ ds' 



est une fonction uniforme, linie et continue des coordonnées x , 
y, z d’un point de la courbe s. Donc l’intégrale 



étendue à une courbe fermée quelconque, est égale à o. 


Or l’égalité (6) nous donne 


cos fl cos A' 


r 


COS (O 


r 


d*r 


ds ds' 


Nous aurons donc 


cos fl cos 6' , / cost» , 

ds = I - ds. 


r cos fl i 


les deux intégrales s’étendant à une même courbe fermée. 

A fortiori, si s et s' sont deux courbes fermées quelconques, 
nous aurons 




cosfl cos 6' 
r 


ds ds 


■ -SS” 


(ù 


ds ds \ 


Cette égalité joue, en Électrodjnamique, un rôle important; 
elle a été démontrée, en 1847 , par M. F.-E. Neumann (* ), dans le 
but de comparer les résultats de sa théorie de l’Induction avec la 
théorie donnée par W. Weber. 



(*) F.-E. Neumann, Ueber ein allgemeines Princip der mathematischen Théo¬ 
rie inducirter elektrischer Strôme. Lu à l’Académie des Sciences de Berlin, le 
9 août 1847 . 
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3 . — Théorème de M. Bertrand. 


Le théorème fondamental que nous venons de démontrer va 
nous fournir une proposition dont nous aurons souvent à faire 
usage. Cette proposition a été donnée par M. J. Bertrand (*) au 
cours de ses belles recherches sur la loi d’Ampère. 

Cette proposition s’énonce ainsi : 


Si Vintégrale curviligne 



dx 

ds 



étendue à un contour fermé, est un infiniment petit du second 
ordre toutes les fois que 

f ds 


est un infiniment petit du premier ordre, la fonction G est li¬ 


néaire et homogène 


dx dy dz 

Cil —J— 5 — 7 — *» —J- 

as as ds 


Considérons, en effet, un contour fermé infiniment petit ( fig . 6 ). 
Soit y. (i, vi, Ç) un point fixe, pris arbitrairement sur ce contour. 


Fig. 6. 



Soit M {oc,y, z) un point variable de ce contour. Soit M!(x\ y\ z’) 
un certain point convenablement choisi entre les deux précédents 


(') J. Bertrand, Sur la démonstration de la formule qui représente l’action 
élémentaire de deux courants {Comptes rendus, t. L.XXV, p. 733; 1872.) 



C M A Pi I. 


INTÉGRALES CURVILIGNES. 


sur la ligne c|ui les joint. Nous aurons 


‘7 


oc, y, z, ^, d 4 -, ~ ) ds 


G 


? 


ds ds ds 


L : dx dy dz . , 

r h S ? —j— ? 'J- ? ~y~ ) f/s 

a .9 as as 




(a/ 


) 


t) 


dr' 


G ( cc'.y, z',~ , dr dz 


’ <Ys <Ys ds 



(y 


7 i) 


d 


-H 




dv 

</ 

d 


-, G ( x',y 


dz 


1 




O JT/ G ( 


dx dy 
’ c/s * ds* ds 

, dx dy dz 
? r/s ? é/s ? ds 


ds 


L intégrale qui figure au premier membre est, par hypothèse, 


infiniment petite, par rapport 


(/ 


7 0 > ( s ' 


0 



Les quantités (x r 


<jui figure au second membre est aussi infiniment petite par rap- 

ds. Par conséquent, la quantité 



■ / G ('’ r " 


dx dy dz . , 

V; 1 —T~ 5 - 1 ~T I ds 

ds ds ds 


doit être au moins un infiniment petit du second ordre lorsque 



ds 


est un infiniment petit du premier ordre. 

i 

Imaginons un contour fermé cr quelconque et, sur ce contour, 
un point fixe quelconque M(£, r„ Ç). Soit M f ( OC | ^ y K , Z\) un point 
variable de ce contour. Je dis que l’intégrale 


G 


U, n, ç, 


dx i dv\ dz\ 
dv ’ dv dv 


dv , 


étendue à ce contour, est nécessairement égale à o. 


Imaginons, en effet, que l’on forme un contour s homothé¬ 
tique du précédent, le centre d’homothétie étant en u. et le rap¬ 
port d’homothétie ayant pour valeur la quantité X pouvant 
croître au delà de toute limite. 

L, I 

Le contour s est infiniment petit. 

Si nous remarquons qu’aux points homologues de deux courbes 


D. 


Ilf. 


2 
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homothétiques les tangentes à ces deux courbes sont parallèles 5 si 
nous désignons par M {x,y, z) le poin t du contour 5 homologue du 
point du contour <7; si ds et dn sont les éléments 

homologues de ces deux contours, nous aurons 


Posons 



et nous aurons les deux égalités 



dx 1 dy 1 dz 1 

A u 

dz 1 dz 5 dz 




dx dy dz 

Us’ ds 9 ds 





D’après cette égalité, l’intégrale qui figure au premier membre 
serait, contrairement à ce qui doit être, de l’ordre de J ds. 

Nous sommes donc obligé d’admettre que l’intégrale 



dans laquelle (Ç, 7 |, est un point fixe du contour ferme quel¬ 
conque auquel s’étend l’intégrale et (a?, y, z) un point variable 

du même contour, est égale à 0 . 

D’après la proposition fondamentale démontrée au paragraphe 


i 
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precedent, il faut et il suffît pour cela qu’il existe une fonction 
uniforme, finie et continue de æ,y, z, telle que l’on ait 

P (y Y dx dy dz\ _ dF dx dF dy dF dz 

\ ds ds ’ ds ) dx ds dy ds dz ds 

Le premier membre ne dépendant pas de æ r y, s, il doit en être 

de même du second. Les quantités ^7 doivent donc être 

<ie simples fonctions, quelconques d’ailleurs, de £, Y}, Ç. Nous de¬ 
vons donc avoir 


ri I t y dx dy dz 

’ ’ ’ ds ’ ds * ds 




dx 

ds 





rR (^,0 


dz 

ds’ 


et, par conséquent, £, tj, Ç étant quelconques, 


G 


v,y 


3 


dx dy dz 
? ds 1 ds 7 ds 


p (v,y, z) 


QC 


R(x,y,z) 


dx 

ds 

dy 

ds 

dz 
- 1 

ds 


La proposition de M. Bertrand est ainsi démontrée 
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CHAPITRE II 


THÉORÈMES DE STORES ET D’AMPÈRE (■). 


§ 1. — Quelques définitions et quelques lemmes de Géométrie. 

Nous allons examiner, dans le présent Chapitre, une nouvelle 
propriété générale des intégrales curvilignes, mais cette etude 
sera précédée de l’énoncé de quelques définitions et de 1 exposé 

de quelques lemmes de Géométrie générale. 

Soient AB, CD ( fig . 7) deux demi-droites qui ne se rencon¬ 
trent pas et sont rectangulaires entre elles. 


Fig. 7. 
«A 



Supposons qu’un observateur, placé selon AB et regardant le 
point C, voie la demi-droite CD se diriger vers sa gauche; un 
observateur, placé selon CD et regardant le point A, verrait alors 
la demi-droite AB se diriger aussi vers sa gauche. Dans ces condi¬ 
tions, le système des deux directions AB, CD forme un système 
dont le sens de rotation est positif. Dans les conditions in¬ 
verses, le sens de rotation est négatif. 


(’) Plusieurs parties de ce Chapitre sont extraites, presque textuellement, du 
remarquable Ouvrage de M. Cari Neumann : Die elektrischen Krâfte. Leipzig, 

1873. 


* 
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Cette définition s’étend à deux demi-droites qui ne sont pas 
rectangulaires. Le sens de rotation du système des deux demi- 
droites AB, CD ( fig. 8) sera, par définition, le sens de rotation 



du système formé par la demi-droite AB, et par la demi-droite C d, 
projection de CD sur un plan perpendiculaire à AB. 

Considérons un cercle (fig* 9) et une demi-droite AB, nor¬ 
male au plan de ce cercle et issue de son centre. Le côté du plan 



de ce cercle où se trouve la demi-droite AB est ce que l’on nomme 
le côté supérieur de ce plan. La circonférence de ce cercle sera 
parcourue dans un sens positif, si la tangente MT, dirigée dans 
le sens du parcours, forme avec AB un système à rotation posi¬ 
tive. On voit que, si un observateur, debout sur la face supérieure 
du plan, marchait sur la circonférence en la parcourant dans le 
sens positif, il aurait à sa gauche l’aire du cercle. 

Un sens de parcours étant choisi sur une circonférence de 
cercle, on pourra toujours faire que ce sens de parcours devienne 
positif, en choisissant convenablement la face supérieure du plan. 


* 
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Le côté du plan qu’il faut alors choisir pour face supérieure 
prend le nom de face positive. On voit qu un obseivateur qui se¬ 
rait couché suivant la tangente Ml a la circonférence de cercle, 
dans le sens de parcours choisi, et qui regarderait le centre du 

cercle, aurait à sa gauche la face positive. 

Cette définition peut s’étendre à une classe très étendue de 

courbes fermées. 

Considérons une courbe fermée qui vérifie les restrictions sui¬ 


vantes : 


i° En parcourant la courbe dans le sens qu’on a choisi, on ne 
passe jamais deux fois par un même point, et l’on ne peut reve¬ 
nir à son point de départ sans avoir parcouru tous les points in¬ 
termédiaires. 

2° Par la courbe C, on peut faire passer une surface S telle que 
la courbe C forme, sur cette surface, le contour d'une aire A 
fermée et linéairement connexe. 

Ces derniers mots nécessitent quelques explications. 

L’aire fermée A, ayant pour contour C, est dite linéairement 
connexe, lorsque deux points quelconques, M, M', appartenant à 
l’aire A, peuvent être joints par une ligne située en entier dans 
l’aire A et ne rencontrant pas la courbe C. 

3 ° En chaque point M, l’aire A admet un et un seul plan tan¬ 
gent dont l’orientation varie d’une manière continue lorsque le 
point M se déplace sur l’aire A. 

4 ° L’aire A est une surface à deux côtés. Ce dernier mot né¬ 
cessite quelques définitions. 

Soit M un point de l’aire A; soit MN une demi-droite normale 
à ce plan, et invariablement liée à ce plan. 

Déplaçons le point M à la surface de l’aire A. Il entraîne avec 

lui le plan tangent et la normale MN, qui se déplacent d’un mou¬ 
vement continu. 

Si, après un certain déplacement sur l’aire A, le point M re¬ 
vient à sa position primitive, le plan tangent reprendra, lui aussi, 

sa position primitive. Mais, pour la normale MN, deux cas peu¬ 
vent se présenter : 

Ou bien la demi-droite MN reprend sa position primitive, quel 

qu ait été le déplacement du point M. On dit alors que l'aire A 
pr ésente deux côtés. 
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Ou bien, pour certains déplacements convenablement choisis 
du point M, la demi-droite MN viendra coïncider, non plus avec 
sa direction primitive, mais avec la direction inverse. On dit alors 
que Vaire A présente un seul côté. 

On a longtemps admis, a priori, que toute aire close, linéaire¬ 
ment connexe, présentait nécessairement deux côtés. Mœbius a, le 
premier, signalé l’existence paradoxale de surfaces à un seul côté. 

On réalise aisément une semblable surface en prenant une 
bande rectangulaire ABCD ( jig . io) en papier, et en en recollant 



les extrémités de manière que le point A vienne au point D, et le 
point B au point C. On obtient ainsi la surface figurée ci-contre 

(fig- 1 0 * 

Tl est aisé de voir que, si l’on fait suivre au point M le che¬ 
min MPQRSM, la demi-droite MN viendra se replacer sui¬ 
vant MN 7 . 

Certaines surfaces minima fournissent encore des exemples re¬ 
marquables d’aires à un seul côté. 

Nous supposerons donc que l’aire A soit une aire à deux côtés. 
Sur la courbe C (fig. 12), choisissons un sens de parcours, et 
proposons-nous, par rapport a ce sens de parcours, de définir la 

face positive de l’aire A. 

Prenons, sur la courbe C, un point M, et, en ce point,.menons 
la tangente MT à cette courbe dans le sens du parcours choisi. 
Prenons sur l’aire A un point M', infiniment voisin du point M, et, 
en M', menons la normale M 7 N à l’aire A dans un sens tel que le 
système des deux droites MT, M r N forme un système dont le sens 

de rotation soit positif. 

Cela fait, si nous déplaçons le point M' sur l’aire A, nous pour¬ 
rons l’amener successivement à coïncider avec chacun des points p 
de cette aire, puisque cette aire est linéairement connexe par hy¬ 
pothèse. 


N'TRODUCTION 


e point M 
■droite M 7 ? 


occuDer u j 
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talion directement opposée pv,. Supposons que, lorsque le 
point M' vient en p, suivant le chemin M'Qp, la droite M'N 
vienne se placer suivant pv t . Inversement, le point p venant en M 7 
suivant le chemin pQM', la droite pv ( viendrait se placer sui¬ 
vant M'N, et la droite pv suivant la direction M'N, directement 
opposée à M'N. 



Cela posé, imaginons que I on fasse suivre au point M / le che¬ 
min fermé M'PpQM'. On voit que la droite M/N viendrait, après 
ce parcours, se placer suivant M'N,, ce qui est impossible, puisque 
l’aire est, par hypothèse, une aire à deux côtés. 

En second lieu, on peut prouver que la direction pv, ainsi dé¬ 
terminée sur la normale en p, demeure la même, quelle que soit 

la position du point M sur la courbe C. 

Supposons, en effet ( fig . 1 3 ), qu’au lieu de choisir initiale¬ 



ment le système à sens de rotation positif, formé par la tan 
gente MT et la normale M'N, on ait choisi le système à sens de 


rotation positif formé par la tangente nit et la normale ni n> 


m 


2 G 
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De quelque manière que I on amène le poinl M au point ja de 
l’aire A, la demi-droite M'N viendra prendre une direction déter¬ 
minée ULV. 

i 

Or on peut supposer que l'on amène le point M' au point p. par 
l’itinéraire suivant : 

i° Le point M va au point m en suivant la courbe 0 , ce qui est 
toujours possible, puisque deux points quelconques de la courbe C 
sont supposés toujours reliés par cette ligne. Le point M/ vient en 
même temps au point m' en restant infiniment voisin de M. 

La tangente MT vient coïncider avec la tangente mt. La droite M'N 
reste rectangulaire avec MT, et le système formé par ces deux 
droites garde sans cesse un sens de rotation positif. Donc M'N 
vient coïncider avec m'n. 

i° On amène le point M'de m! en p.. M'N vient en pv; m'n, qui 
coïncide avec M'N, vient aussi forcément en pv. On obtient donc, 
pour la demi-normale au point p, la même direction pv, que l’on 
ait pris pour point de départ le point m ou le point M. 

Nous ayons ainsi défini, sans aucune ambiguïté, un certain côté 
de l’aire A limitée par la courbe C. Ce côté se nomme la face po¬ 
sitive de Vaire A. 

D’après ce que nous venons de dire, cette face positive est tou¬ 
jours reconnaissable aux caractères suivants : 

i° Un observateur, couché suivant la tangente MT à la courbe C 
dans le sens de parcours de cette courbe et regardant la partie voi¬ 
sine de l’aire A, a à sa gauche la face positive de l’aire A; 

2° Un observateur, debout sur la face positive de l’aire A, au 
voisinage de la courbe G, et regardant les parties voisines de la 
courbe G, marque, par sa main gauche, le sens de parcours de 
celte courbe. 

Considérons trois demi-droites, OA, OB, OG {fig- i 4 )? issues 

d’un même point O, et formant un trièdre parfaitement défini. 
Elles percent en A, B, G une surface sphérique ayant O pour 
centre. Soit OMN une demi-droite, intérieure au trièdre, perçant 
en M la surface de la sphère. Soit ABC un cercle tracé sur la sur¬ 
face de la sphère, et passant par les points A, B, G, ce cercle di¬ 
vise la sphère en deux calottes, dont une, MABC, renferme le 
point M. Supposons ce cercle ABC parcouru dans le sens marqué 
par l’ordre des lettres. Si MN marque la face positive de la ca- 
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lotte MABG, on dit que le tnèdre OABG a un sens de rotation 
positif. Si, au contraire, ainsi qu’il arrive dans la Jig. i 4 , MN 
marque la face négative de la même calotte, on dit que le 
trièdre OABG a un sens de rotation négatif. 


Fig. i/,. 



Lorsque le trièdre OABG a un sens de rotation positif, on voit 
aisément que, si un observateur est placé suivant OA et regarde OB, 
la demi-droite OG se trouve à sa gauche. 

Nous supposerons, conformément à l’usage, que le trièdre Ox, 
O y, Os, formé par les directions positives des axes de coordon¬ 
nées, a un sens de rotation négatif. 

Nous allons chercher des caractères analytiques qui nous per¬ 
mettent de reconnaître le signe du sens de rotation d’un trièdre 
ou d’un couple de droites. 

Considérons tout d’abord un trièdre. 

Si nous supposons que l’on fasse varier d’une manière continue 
l’orientation des trois demi-droites qui, forment un trièdre, sans 
qu’à aucun moment ces trois demi-droites viennent se placer dans 
un même plan, il est facile de voir que le signe du trièdre ne 

changera pas. 

Par un déplacement de ce genre, nous pourrons amener le 
trièdre OABG à être trirectangle ; puis les deux droites OA, OB à 
coïncider respectivement avec O x, Oy. OG viendra alors se pla¬ 
cer suivant Os si le trièdre OABG est négatif, et suivant O z' si 

ce trièdre est positif. 

Gela posé, adoptons les notations suivantes pour les angles des 

demi-droites OA, OB, OG avec les axes : 
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Ox 

0 y 

0 z 

OA 

*1 

P. 

' Yl 

OB 

a 2 


Ï2 

OC 

«3 


73 ' 


et considérons le déterminant 



cosax 

cos jBj 

COS Y! 

A — 

cosa 2 

cos {3 2 

cosyî 


cosa 3 

cos 3 :i 

C0SY3 


Ce déterminant varie d’une manière continue avec l’orientation 
des demi-droites OA, 013, OC; il ne devient égal à o que si les 
trois demi-droites se placent dans un même plan. 

Supposons le trièdre OABC positif; nous pouvons, 
aucun moment les trois demi-droites qui le composent se trouvent 
dans un même plan, l’amener à coïncider avec le trièdre O xyz f . Le 

déterminant A, sans jamais changer de signe, viendra alors coïnci¬ 
der avec le déterminant 


sans qu’à 


i 


o 


o i 


o o 


o 


o 


I 


ï 


qui est négatif; il était donc primitivement négatif. 

Supposons, au contraire, le triedre OABC négatif; nous pour- 
ions, sans qu a aucun moment les trois demi-droites qui le com¬ 
posent se trouvent dans un meme plan, l’amener à coïncider avec 
Je trièdre O xyz. Le déterminant À, sans jamais changer de signe, 
viendra alors coïncider avec le déterminant 


i o o 

o i o 

o o i 


qui est positif; il était donc primitivement 
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Ainsi le tnèdre OABC a un sens de rotation dont 
est contraire à celui du déterminant 


29 

le signe 


cosa! 

COS P ! 

cos 

Tl 

COS «2 

COS jj 2 

cos 

Ï2 

cosa 3 

cos 

cos 

y 3 


Considérons maintenant un couple de deux droites PQ, P , Q / 
(, fig • i5). Il est facile de voir, d’après les définitions données, que 



le sens de rotation de ce couple est identique au sens de rotation 
du trièdre PQP'<jr, P q étant une parallèle menée par le point P à 
la direction P'Q'. 

Soient 


# 0 , jKo, Zq les coordonnées du point P, 

BotIIo’ 4 les coordonnées du point P', 

a, p, y les angles de la droite PQ avec les axes, 

a, (b\ y' les angles de la droite P'Q' avec les axes; 
r la distance PP'. 


PQP 


* ’ « 

à celui du déterminant 


cosa cos p cosy 

J r ■ 

zf'q — vo y 0 y 0 z0 z 6 

r r r 

cosa' cos [3' cosy' | 


On voit donc que le signe du sens de rotation du système de 


INTRODUCTION MATHÉMATIQUE. 

deux droites PQ, P'Q' est identique au signe du déterminant 

' x ' 0 — x 0 y’ Q —y 0 -ô — -0 

cosa cosp cos y 

j cos a' cos P' cos y' 

Imaginons maintenant une aire plane A, linéairement connexe, 

limitée par une courbe convexe C \fig- 16 ). Soient M (x,y, z)el 

_i_ dx y -t- dv, z -f- dz) deux points voisins de la courbe C, 

\ * * ^ 

Fig. 16. 


T 


se suivant dans le sens du parcours. Soit p(ç, 7), Ç) un point inté¬ 
rieur à l’aire A. 

En p, élevons la normale pv au côté positif de Faire A. 11 est 
aisé de voir que la normale pv forme un système à sens de rota¬ 
tion positif avec la tangente MT en M à la courbe C. 

En effet, joignons pM. Sur cette ligne prenons un point M', 
infiniment voisin du point M. Tl se trouvera à l’intérieur de la 
courbe A, puisque Faire est supposée convexe. 

En M' menons une parallèle M'N' à pv. Cette droite M'N', étant 
normale à la face positive de A, formera avec MT un système dont 
le sens de rotation sera positif. 

Il en est évidemment de même du système pv, MT, la droite pv 
et la droite M'N étant parallèles, de même sens et situées du même 
côté de MT. 

Soient «, b , c les cosinus directeurs de la normale pv. Nous 
aurons, d’après ce qui précède, 

x — % y — v) z —Z, 

abc 

dx dy dz 

ds ds ds 






>o 
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ou, en développant le déterminant, 







D’après les égalités (P) elles-mêmes, celle-ci devient 


A 2 ] [(x 


D 2 


(y 


r. ) 2 -+- ( 


(x 


6 ) 


o- 

clx 

ds 



\ds J 


dx'V 1 



($)*" 


(y 


\ dy 


o 


dz \ 2 
ds ) 

dz ~\ 2 






I 


ou bien d’après une relation connue, 


A* 2 


4 o 2 
dsi 


I 


M 


Si donc nous désignons par s une quantité égale à 
ms pourrons écrire les égalités (S), 



a 


b 


c 


(y- 

- 7 ]Wi - 

-{z- 

- Ç) dy 


28 

? 

(z- 

- Ç ) dx — 

- (x - 

-\)dz 


20 

7 

(x- 

- X)dy- 

-{yz 

- ri)dx 
-* • 


20 


i ou a 


i 


En reportant ces valeurs dans l’iné 


ité (a), nous voyons 
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que s a nécessairement la valeur — i ? et nous trouvons enfin les 
relations 

/ %ao —— [(y— r i)d z — (^ V) dy 

(y) <260 = — [(z — O doc (.t J) dz ] ? 

( 2 c 0 = — [( oc — q ) dy ( y tq ) * 

Formons, pour tous les éléments MM = de la courbe C, les 
égalités analogues à la première des égalités (y), et ajoutons-les 

membre à membre. Nous aurons 


%a 




d ) 


y dz ) 


T i 



£ f dy. 


Or les quantités J dy-, /*■ qui représentent les projections 

de la courbe fermée G sur O y et sur Oz sont égales à o, et l’on 
trouve ainsi l’égalité 



que l’on peut encore transformer en remarquant que 



est l’aire enfermée par la courbe C. 

Pour démontrer cette égalité, nous avons supposé la courbe C 
convexe. Mais il est facile d’étendre cette démonstration au cas où 
la courbe C n’est pas convexe. 

Prenons, par exemple, l’aire plane non convexe A entourée par 



la courbe ABGDA (Jig. 17). Elle est l’excès de[Paire convexe A» 
entourée par la courbe AMCDA sur Paire convexe A 2 entourée 
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par la courbe ABCMA. Si ü, Q t , Q 2 sont les valeurs des aires A, 
A,, A 2 , on aura 

£2 = — ü,. 

L aire A< a meme face positive que l’aire A 5 a a donc la même 
valeur pour ces deux aires, et l’on pourra écrire 


aaQ< 





La face positive de l’aire A 2 coïncide avec la face négative de 
l’aire A. La normale à la face positive de l’aire A 2 a donc pour co¬ 
sinus directeurs —«, — 6, — c, et l’on a 

— iaü 2 = / (z dy —y dz) -h / {zdy—ydz). 

•-AbC «Ama 


Ajoutons, membre à membre, ces deux égalités, en remarquant 



et nous aurons 





ce qui est la formule déjà obtenue pour une courbe convexe. 

Soient x, y, z les coordonnées d’un point qui parcourt une 
courbe plane fermée G, dans un sens donné ; soit Û l’aire en¬ 
fermée par cette courbe; soient enfin (N, x ), (N, y ), (N, z ) les 
angles que fait avec les axes la normale à la face positive 

de cette aire. On a 


2 £2 cos(N, X) 


I ( zd r 

'A 


y dz ), 


(0 


2 £2 cos(N, y) 



x dz 


z dx ), 


2 £2 cos (N 


T y 

J * 


) 


= jiydx 


x dy). 


Ces égalités vont nous servir dans la démonstration de l’impor¬ 
tant théorème qui fait l’objet du paragraphe suivant. 


III. 


n 

O 


D. 
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§ 2. ^ Théorème de Stokes. 


Considérons une courbe C fermée, plane, infiniment petite, sui 
laquelle un sens de parcours est donné. 

Soient V(x,y, *),=)> W(x,y, z) trois fonctions de 

t v ^ oui sont uniformes, finies et continues, ainsi que leurs 
dérivées partielles du premier ordre, dans un domaine a 1 inté¬ 
rieur duquel se trouve située la courbe G. Nous allons transfor¬ 
mer l’intégrale 

f (U dx -t- Y dy -H. W dz). 

Je 

Soit u(Ç, t,, Ç) un point intérieur à l’aire limitée parla courbe C. 
Nous aurons 


U (x,y,z) = U($, ij, Ç) 


et, par conséquent, 


K) 

(•» -?)^u(Ç,7),o 


0 



On a, d'après le théorème fondamental sur les intégrales curvi¬ 
lignes (Chap. I, § 2), 
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On voit alors que l’égalité précédente peut s’écrire 


(«) 


j\](x,y,z)dx = — U(^ï], Ç) Jydx 

+ •/], Ç) f* zclx. 


Mais on a, d’après la propriété fondamentale des intégrales 
curvilignes, 


f(r 

de 


dx 



x dv ) 


/ d(xy) = o 

dç. 


et, d’après la dernière égalité (i), 


fy 


dx 


x dy) 


2 û cos( N j z). 


On conclut aisément de là 


J f ydx 
c 


Q cos(N, z ), 


J ' xdy 
c 


£2 cos(N, z ), 


et de même 


zdx 


Qcos(N,j), 


xdz 


ûcos(N,jk). 


f 

C 


c 


L’égalité (a) devient donc 



U(# ? jk? z ) dx 


à 


c 


q| cos(N,*)^U(ê, v), Ç) 


c 08 (N,jk)^U(|, „ O]. 


En ajoutant membre à membre cette égalité et deux autres ana¬ 
logues que l’on obtiendrait de la même manière, on arrive àl’iden- 


tite 


f 

de 


z) dx 



VO, 7 > *)<&•+■ Z)ds] 


Q 


d 


( 2 ) 




cos(N,«)^jU(Ç,tj, Ç) — cos(N,jk) 
cos(N, x) ^ V(£, 7 ), Ç) 
cosN, 7 ) 4 w(?,y ),0 


d 




U( 


> *)> ol 


d 


cos(N,s)^ V($, 7 ], Ç)J 

C0S ( N ’*)^ wu,tj,o]J. 


Cette identité peut s’étendre à une courbe quelconque, si l’on 
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peut faire passer par cette courbe une aire vérifiant toutes les con 
dirions nécessaires pour que l’on en puisse définir la face positive. 
Cette extension repose sur un lemme que nous allons établir. 

Considérons une aire a à deux côtés ( Jig . 18). Soit ABCDA le 
contour qui la limite, avec son sens de parcours. Joignons le 

Fig. xS. 



point A au point C par deux chemins infiniment voisins APC, 
AP C, qui n’ont aucun point commun en dehors des points A et C, 
et comprennent entre eux une aire infiniment étroite b contenue 
dans faire considérée a. 

Si, de faire considérée a on retranche cette aire infini¬ 
ment étroite b , il reste une aire a' dont le contour est ou bien 

ABCPAP'CDA, ou bien ABCP'APCDA, selon la manière dont 

cées les lettres P et P'. Supposons ces lettres placées 


ont ete 



de manière que le contour en question soit parcouru dans le sens 
indiqué par la première série de lettres. 

Je dis que le contour en question limite non pas une seule aire 
linéairement connexe, mais deux aires linéairement connexes dis¬ 
tinctes, de telle façon qu il soit impossible de faire passer un point 

de 1 une en un point de 1 autre par un chemin situé entièrement 

sur I aire totale a' considérée et ne rencontrant pas le contour. 

Pour le démontrer, je remarque en premier lieu que toute aire 

tracée à Vintérieur d'une aire à deux côtés est une aire à deux 
côtés. 


{fi 


t -- 

tracée à l’intérieur de celle-ci ; soient P et P'deux points de faire 
supposons que 1 on parte du point P avec une orientation 

Il 1 I 1 1 * A » » 



< 


le la normale à faire A', et qu’on arrive au point P' avec 



une 
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orientation de normale à l’aire A' qui dépende du chemin tracé sur 
l’aire A' que l’on a suivi; c’est admettre que, partant du point F 
de l’aire A avec une orientation donnée de normale à Faire A, on 
arriverait au point P' de l’aire A avec une orientation différente de 
normale à l’aire A, selon le chemin, tracé sur Faire A, que l’on au¬ 
rait suivi; c’est admettre, en d’autres termes, que, contrairement à 
1 hypothèse, l’aire A ne serait pas une aire à deux côtés. 


Fig. 19. 



D’après la proposition que nous venons d’établir, Faire a! 
( fig . 18), si elle forme une seule aire linéairement connexe, doit 
être, comme l’aire a , une aire à deux côtés ; si l’on observe de plus 
que ces deux aires ont en commun une partie de leur contour et 
le sens de parcours de cette partie du contour, on voit sans peine 
que leurs côtés positifs coïncident en tout point. 

Or prenons deux points infiniment voisins P, P , sur les che¬ 
mins CPA, AP'C. Soit M un point de Faire a ', que l’on puisse 

amener au point P par un chemin infiniment petit situé sur l’aire d\ 
soit M' un point de l’aire ci 1 que l’on puisse amener au point P' 
par un chemin infiniment petit situé sur l’aire a!~ 

La normale à la face positive de Faire a! en M forme un sys¬ 
tème à rotation positive avec la tangente en P au chemin CPA; la 
normale à la face positive de l’aire a' en M' forme un système à 
rotation positive avec la tangente en P' au chemin AP'C. Or les 
tangentes en P et P' aux chemins CPA, AP'C sont sensiblement 
de sens contraire. Donc les normales à la face positive de l’aire a' 
en M et en M' sont sensiblement de sens contraire. D’ailleurs ces 
normales coïncident, d’après ce que nous avons vu, avec les nor¬ 
males aux points M et M' à la face positive de a. Donc les nor- 
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males en M et M' à la face positive de a sont sensiblement de sens 
contraire. 

D’autre part, du point M au point M', on peut passer, d’après 
les hypothèses faites, par un chemin MPP'M' infiniment petit 
tracé sur l’aire a!. Donc, d’apres les hypothèses faites sur cette 
dernière, les normales à la face positive de A en M et en M sont sen¬ 
siblement de même sens, résultat contradictoire avec le précédent. 

On ne peut donc pas supposer que la ligne ABCPAP'CDA 
forme le contour d’une aire linéairement connexe a!. D’ailleurs, 
elle ne peut se décomposer en plus de deux courbes fermées et ne 
peut donc limiter plus de deux aires linéairement connexes. 

On doit forcément supposer que le théorème suivant est exact : 

Étant donnée une aire linéairement connexe à deux côtés a 
limitée par la courbe ABCDA, prenons deux points A, C, sur 
cette courbe ; joignons-les par un chemin APC, trace sur l’aire 
donnée , et ne passant pas deux fois par le même points les 
deux contours ABCPA, CPADG limiteront chacun une aire 
linéairement connexe ci deux côtés, dont la face positive coïn¬ 
cidera avec la face positive de l’aire a. 

Considérons l’intégrale 

f (U dx 4- Vrf/+Wrf5), 

étendue au contour ABCD. Désignons-la par 

[ABCD]. 

Nous aurons 

[ABCD] = [ABCJ + [CDA]. 

Bemarquons que l’on a évidemment 

[CPA] 4 - [APC] = o, 

et nous aurons 

[ABCD] = [ABC] 4 - [CPA] 4 - [APC] 4 - [CDA]. 

Mais on a 

[ABC] 4 - [CPA] = [ABCPA], 

[ APC[ [CDA] = [APCDA]. 

On a donc 

[ABCDA] = [ABCPA] 4 - [APCDA]. 
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On peut donc ajouter au théorème précédent la proposition sui¬ 
vante : 


L } intégrale 

J (U dx V dy -+- W dz), 

prise le long du contour ABCDA, est égale à la somme des 
intégrales analogues prises le long des contours ABCPA, 

ABCDA. 


Il importait de démontrer l’exactitude de ces théorèmes pour 
les aires à deux côtés, car ils ne sont point exacts pour les aires à 
un seul côté; si l’on coupe suivant AB la surface représentée par 
l a Jig. 11, on ne la sépare pas en deux aires ; on en forme une 
seule aire, applicable sur le rectangle ABCD (Jig. io) qui a servi 
à former la surface. 

On peut, sur chacun des deux contours ABCPA, APCDA, 
reprendre des démonstrations analogues aux précédentes, puis 
raisonner encore de même sur les aires en lesquelles on aura par¬ 
tagé celles qu’enferment ces deux contours, et ainsi de suite indé¬ 
finiment. 

On arrivera ainsi à justifier l’énoncé suivant : 

Par deux systèmes de lignes convenablement tracées, divisons 
l’aire A (Jig. 20) en éléments de surface. Supposons le contour y 


Fig. 20. 



de chacun de ces éléments parcouru dans un sens tel que cet élé¬ 
ment ait même face positive que Faire A. Nous aurons 

J* (U dx h- Y dy H- W dz) = 21 ( U dx -+- Ydy H- Wdz). 
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Cela posé, remarquons que chacun des éléments superficiels 
que nous venons de considérer peut être regardé comme un élé¬ 
ment plan situé dans le plan tangent à la surface A en un point de 
cet élément; appliquons-lui l’identité (2); ajoutons membre à 
membre toutes ces identités, et nous aurons démontré le théorème 
suivant : 


Soient x , y, z les coordonnées d'un point qui décrit dans 
un sens déterminé une courbe fermée C, et U( x , y, z), V(x , y , 5), 
W (x,y, z) trois fonctions de x,y, z, finies, continues et uni¬ 
formes, ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre , 
dans Vespace où se trouve la courbe C. 

Par la courbe C, passe une aire A ci deux côtés; soient diï 
un élément de U aire A; £, y;, Ç les coordonnées d’un point de 

cet élément; N la direction de la normale à la face positive 
de l’aire A au point (£, tj, Ç). 

On a Videntité 



h" groupant autrement les termes qui figurent au second 
membre de cette identité, on peut encore l’écrire 



i 



l.<'lle identité est due à Stokes. Elle permet de transformer 
une intégrale curviligne simple, étendue à une courbe fermée, en 
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une intégrale double, étendue à une aire close limitée à cette courbe 

fermée. Elle joue un rôle fort analogue à l’identité de Green qui 

permet de transformer une intégrale double, étendue à une surface 

fermée, en une intégrale triple, étendue à l’espace que renferme 
cette surface. 

§ 3. — Théorème d’Amp ère. 

Longtemps avant que Stokes eût donné ce théorème sous sa 
forme générale, Ampère ('), dans ses recherches d’Électrodyna- 
mique, avait employé des propositions particulières qui s’y 
rattachent. Nous allons déduire ici du théorème de Stokes l’une 
des plus importantes propositions d’Ampère. 

Soient C et C'deux courbes fermées (Jig. 21), par lesquelles on 


Fig. 21. 



peut faire passer deux aires à deux côtés A et A ! . Soient D et D' 
deux domaines renfermant à leur intérieur les aires A et A!. Soient 
M (ûCjJTj z) un point du domaine D et M ' (x', y\ z') un point du 
domaine D'. Soit enfin r la distance des deux points M et M'. 

La distance r est susceptible de varier entre certaines limites. 
Soit/(r) une fonction de r qui, pour toutes les valeurs de r com¬ 
prises entre ces deux limites, est uniforme, finie et continue, ainsi 
que sa dérivée du premier ordre, sa dérivée du second ordre étant 

finie. 


(1 ) Ampère, Mémoire sur la théorie mathématique des phénomènes élec¬ 
trodynamiques, uniquement déduite de l’expérience (Mémoires de VAcadé¬ 
mie des Sciences, t. VI, p. 175; 1827). Voir aussi Gauss, Werke, Bd. V, p. 606 

et 625. 
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Proposons-nous de transformer l’intégrale curviligne double 



dz dz 
ds ds' 


ds' ds, 


étendue à tous les éléments ds, ds ', des deux courbes C et C r 
Soient 


dû un élément de l’aire A; 

N la normale à la face positive de l’élément dû\ 
dû' un élément de l’aire A'; 

N' la normale à la force positive de l’élément dû'. 
D’après 1’ égalité (3), nous aurons 


Ç\ fs N doc’ dx dy' dy ... dz aL . 7 

i K (r >s s + ^ r) -à — -1* 


ds ' ds 



cos (N -) df{r) 
x( L ày 

[cos(N, x) 

cos(N, y) d -^ r ^ 

I v Ox 


cos (N,jr) 


cos 


à f( r ) 

~| dx* 

dz 

J ds' 

àf(r) 

1 dy 

dx 

i 

J ds' 

àf(r)' 

] dz' 

ày . 

J ds' 


Si donc on pose 


l 


7 ! 


COS( i 



? 


- N 

dy 


) 


cos(N ,y) 


V' = cos (N, x) 


à f( r ) 


0 


cos (N, z) 


W' = cos( N, y) 


àfjr) 

Ox 


cos(N, x) 


d_J\r) 

dz 

àf(r) 

Ox 

àf(r) 

dy 


notre intégrale double pourra s’écrire 


Q dû f( U' dx' -+- V' dy' -+- W dz' ). 


Une nouvelle a 



ication de l’égalité ( 3 ) lui donnera la forme 


S. S 


s 

A' 


cos(N', z) 




cos( N', x) 


éü' 


^Tin 

°y 

- cos(N', 

<2. 1 
< 

1_ 

àV 


OY 

dz' 

-cos(N', 

\ T 

Z) -t 

' dx' 

àW 


dW 

~dx r ~ 

~ cos (N , 

*> w 



dû dû'. 
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Or, si l’on se reporte à la signification des fonctions U', V', W', 


on trouve 

. - T , , dW' 

cos(N 



, ,à\' 

’ ’ dx' 


d ® f 

[cos(N,cr)cos(N', ; r)4-cos(N ) j)cos(N , ,7)^cos(N,^)cos(N',^)]^^ 


t 


cos(N, a.')f"cos(N', 

D’autre part, 

d\f 



d^f d*f 

• ; -h cos(N , y) J 


àx ùx 



t 



cos(N', z ) 


<? 2 / 
à z dx 



dx ûx' 

à*f 

dy Ox* 
dz dx ' 


1 ÿ. 

r dr 


x 


t 


X 



m 

\ 



i df_ 
r dr 


d\f 

dr 2 


(x’—x)(y' — y) fi df 


(x f 


x)(z r 


2 


\r dr 

z) (\_df_ 
r dr 


*L\ 

dr 2 / ’ 
dr 2 


Nous avons donc 


d\Y 

c °s(N 


dV' 

cos(N',*) ^7 


[cos(N, ir) cos (N', x) 



cos (N, y) cos (N', y) H- cos (N, 2 ) cos (N', ^)] 


x 



X 


t 


X 


r 



1 

r dr 


d z / \ 

dr 2 / 


1 fTI 

r dr J 


bcos(N,a?)cos(N', a?)^ g 


cos(N, a?) cos(N', a?) cos N',y ^ ^ 



cos(N', 2 ) 




1 V 

x ( - - 4 - 

r dr 


d 2 / 

dr 2 


et, par conséquent, 

A W' , \ dV 

cos(N',7) -^7 — C0S ( N > *) m 

cos(N', z) — cos(N', J) : 




cos(N', a?) 


ets 


dÿ 

dU' 

cos (N ,y) —7 


[cos(N, a?) cos (N', a?) + cos (N,/) cos(N', y)-h cos(N, z) cos(N 


— |"cos(N, a?)—- t- cos (N, y)— — + cos(N, a) 

x fcostN', æ)—ÿ— + cos (N'» J)H- cos(N', z) 



l df 

r dr 



dr 2 




z 


r 


z' 

— 

z 

r 



dr 


dr 2 / 
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Si Ton désigne par r la direction qui mène du point (#, y, z) au 
point (V,y, z') et si l’on remarque que l’on a 


cos(N, N') = 

cos(N, x) cos(N', x 

cos(N, r ) = 

, -.T x a? x 

cos(JN ? x) - 

r 

cos ( N', r ) = 

: C0S(N', X) - - - 

r 

COSU) = 

dx dx dy dy f 

on aura 

ds ds* ds ds* 


cos(N, y) cos(N'. y) -+- cos(N, z) cos(N', z) 


cos(lN ,jk) 


y —y 


cos (N', z) 


cos(N', r) 


dz dz' 


y zlL 

r 


cos(N', z) ——— -, 


ds ds' 


I I f(r)cos(j)ds'ds 

Je Je 


(5) 


S a sJoos ( n, 


d\f 



* - 


cos(N, r) cos(N', r) 


i ÏL 

r dr 


Appliquons cette importante identité au cas où 


/( O 


I 


r 



Cette fonction satisfera aux conditions imposées si les deux 
courbes C et C et les aires à deux côtés A et A' passant par ces deux 
courbes peuvent être respectivement enfermées à l’intérieur de 
deux domaines D et D' entièrement extérieurs l’un à l’autre; car 
alors la distance r d’un point du domaine D à un point du 
domaine D' ne pourra devenir égale à o. Cette condition peut 
s’énoncer simplement en disant que les deux aires A et A' n’ont 

4 y 

aucun point commun. 

Nous aurons 


d/(r) 


dr 

“ T* ’ 

dîf ( r ) 

i 

dr 2 

/*3 

i d f.+ 

d*J _ i 

r dr 

dr 2 r 3 

i df 

d*f _ 3 

r dr 

dr 2 r 3 


et, par conséquent, 
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Nous aurons donc 



COS toi 


ds' ds 


C' 




d* 


1 


cos(N, r)cos(N', r) , „ 
XKJAi V ' V ’ dr* 


cos (N, r) cos(N\ r) — cos(N, N') 


d- 


dr 



dQ' dQ 


Or les égalités (5) et (6) du Chap. I donnent 


cos(N, r) 


dr 



cos(N', r) 


i 


dr 

dN’ 


cos(N, /’) cos(N', r ) — cos(N, N') d 2 / 


r 


dN dN' 


D’ailleurs 


d 2 1 

r dr dr 


d 


1 


r 


d 2 r 


d 2 - 

r 


dr 2 dN dN 


dr dN dN' 


dN dN' 


Nous arrivons donc à l’identité suivante : 


Si ds et ds' sont les éléments de deux courbes fermées C et 
ÇJ ; si dû et dû' sont les éléments d'aires A, A', passant par ces 
deux courbesÿ si to est l'angle des deux éléments ds et ds'; si 
enfin N et N' sont les normales aux faces positives des deux 

éléments dû et dû', on a 





dQ. dO.'. 


Celte importante identité est due à Ampère. 

Rappelons-nous qu’elle suppose que les deux aires A, A! n ont 

aucun point commun. 

La transformation, rendue possible par le llieoreixie de Stok.es, 
d’une intégrale curviligne etendue a une courbe en une intégrale 
double étendue à Faire que limite cette courbe, constitue en Phy¬ 
sique une mé thode entièrement analogue a cette me thode si fécondé, 
rendue générale par l’identite de Green, qui consiste a transfor¬ 
mer une intégrale étendue a une surface feimee en une intégrale 



46 INTRODUCTION MATHÉMATIQUE. 

étendue au volume qu’enferme cette surface. De même, la transfor¬ 
mation effectuée par Ampère, d’une intégrale curviligne double en 
une intégrale quadruple étendue à deux aires, constitue un procédé 
analogue à la transformation d’une intégrale sextuple étendue à 
deux volumes en une intégrale quadruple étendue aux surfaces qui 
limitent ces volumes. On sait quel rôle cette transformation joue 
dans la théorie de la capillarité de Gauss. 
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CHAPITRE III. 

ANGLE SOUS LEQUEL, D’UN POINT DONNÉ, ON VOIT UNE AIRE DONNÉE 


Considérons une courbe plane, infiniment petite, C. Soit Q 
l’aire enfermée en cette courbe plane. Soit pi un point quelconque 
de l’espace (fig. 22 ). Du point p, avec l’unité de distance pour 

Fig. 22. 



/ 

/ 

i 

y 

T 


rayon, décrivons une surface sphérique. Le cône ayant pour som¬ 
met le point pi et pour directrice la courbe C, dessine à la surface 

de cette sphère une courbe y. 

La courbe y enferme une aire sphérique infiniment petite < 0 . 

On nomme angle sous lequel, du point p, on voit la face po¬ 
sitive de l’aire infiniment petite Ù, la surface w, affectée du 
signe -(- ou du signe —, selon que le point p se trouve du cote 
positif ou du côté négatif du plan auquel appartient l aire Q. 
Soit M un point de l’aire Q. Soit r la distance pM. Désignons 
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aussi par le symbole r la direction p.M. Soit N la normale à la 
face positive de Q. L’angle y sous lequel, du point p., on voit la 
face positive de O a pour valeur, en grandeur et en signe, 


12 


— cos( r, N). 


D’ailleurs 


cos( r, N) 


Or 

ôïi 


On a donc 


(0 


O 


0 - 

r 

Jn 


Cette définition peut s’étendre à une aire à deux faces quel¬ 


conque 


Soit dû un élément quelconque de cette aire; soit d'y l’angle 
sous lequel, du point ul, on voit la face positive de dû. U angle 

w 


/ 


défi 


De là résulte immédiatement la proposition suivante : 

L’angle sous lequel, du point p., on voit la face positive dune 


certaine aire, a pour valeur 


i 

o - 


( >■ ) 


S .m 


d il, 


Vintégrale s'étendant à tous les éléments dû de l’aire A. 

Kevcnoris au cas d’une aire plane infiniment petite. Il est aisé 
de voir que l’angle sous lequel, du point p., on voit la face positive 
de celte aire, varie d une manière continue lorsque la position du 
point [a varie dans l’espace d’une manière continue, sauf si le 


acement, vient à traverser faire plane Q. 



point u, dans son 
Il est aisé, en effet, de voir que l’angle en question tend vers 2iz si 
Je point p. tend vers un point de faire Q, en demeurant du côté po¬ 
sitif de celte aire et vers — 2tz dans le cas contraire. L’angle en 
question a donc, lorsque le point p. se trouve sur la face positive 
de Ü, une valeur qui surpasse de celle qu’il prend lorsque le 
point u est sur la face négative de £î. 

Celle proposition s’étend aisément à une aire quelconque. 
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Soit A une aire quelconque; soient M et M' deux points infini¬ 
ment voisins, situés l’un du côté négatif de cette aire, l’autre du 
côté positif. Les points de l’aire A infiniment voisins de M et de M' 
forment un élément dÜ. Soit 2 l’angle sous lequel, du point p, 

on voit l’élément t/Q; soit 2' l’angle sous lequel on voit le reste 
de l’aire A. Nous avons 



Or, lorsque le point p passe de M en M', 2' varie d’une manière 
continue, tandis que 2 augmente brusquement de 4^1 o - augmente 
donc brusquement de 

Ainsi Vangle sous lequel, d’un point p, on voit la face posi¬ 
tive d’une aire Avarie d’une manière continue lorsque le point p 
se déplace d’une manière continue sans traverser l’aire A. Il 
augmente brusquement de 4^ si le point p traverse l'aire Ken 
passant du côté négatif de cette aire au côté positif. 

Cet angle est donc une fonction uniforme des coordonnées du 
point p, mais cette fonction uniforme est affectée d’une surface 
coupure, qui n’est autre que l’aire A. On peut la rendre identique 
à l’une des déterminations d’une certaine fonction des coordon¬ 
nées du point p, fonction qui est continue dans tout l’espace, 
mais qui n’est pas uniforme. 

Soit, en effet, <y(x, y, z ) la fonction considérée jusqu’ici. Con¬ 
sidérons la fonction 

/(a?, J, z) = aO, y, s) H- 4Kit, 

K étant un entier positif, négatif ou nul. Cette fonction n’est pas 
uniforme; elle a autant de déterminations que l’on peut donner de 

valeurs à K, c’est-à-dire une infinité. 

On peut toujours choisir K de manière que cette fonction varie 

d’une manière continue d’un point à l’autre. 

Si le point p ne traverse pas l’aire A, <r(#, y, z) variant d’une 
manière continue, il suffira, pour que f(x,y,z) varie d’une ma¬ 
nière continue, que K garde une valeur constante. En sorte que, 
si p revient à son point de départ après avoir décrit un chemin 
fermé qui ne rencontre pas l’aire A, la fonction f(x,y,z) re¬ 
prendra sa valeur primitive. 

Lorsque le point p traverse l’aire A 

* 

D. — III. 


augmente ou 

4 



¥ 

f 
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diminue de 4«, selon que le passage a lieu de la face négative à la 

face positive ou inversement. Pour que y } • s ) varie d une ma¬ 

nière continue, il sera necessaire et suffisant que K. diminue d une 
unité chaque fois que le point p. passe de la face négative de 
Faire A à la face positive, et cju au contraire lv augmente d. une 
unité lorsque le point p. traverse l’aire A en sens inverse. 

Si donc le point jjl reoient à son point de départ après avoir 
décrit un chemin fermé qui traverse n fois Vaire A de la face 
négative à la face positive, et n! fois la même aire de la face 
positive ci la face négative, la fonction f{x, y, s), au lieu de 
reprendre sa valeur primitive, aura augmenté de 

\ 

.4 (n — n) tt . 

L’angle <r(#, y , z) sous lequel, du point p, on voit la face positive 
de l’aire A, est bien, par la définition même de la fonction conti¬ 
nue, mais non uniforme, f(x,y,z), une des déterminations de 
cette fonction. 

Nous allons établir maintenant que cette fonction f(x,y, z ) est 
définie par la seule .connaissance de la courbe C, sans qu’il soit 
nécessaire de connaître l’aire A. Nous y parviendrons de la ma¬ 
nière suivante. 

Convenons d’étudier seulement les aires A passant par la 
courbe C telles qu’aucune de leurs parties ne forme une surface 
fermée. Étant données deux telles aires, A et A', nous regarde¬ 
rons comme évident que l’on peut, par une déformation continue 
appliquer Faire A' sur Faire A, et que, dans cette déformation, la 
face positive de A' devient la face positive de A. 

Cela posé, voici la proposition fondamentale que nous démon¬ 
trerons : 

Toutes les aires A que l’on peut faire passer par une courbe C 
se rangent, par rapport ci chaque point p.(l; ; tj, t) de l’espace, 
en deux catégories. 

O 

Toutes les aires A de la première catégorie sont vues du 
point p. sous un même angle <r(^, v), Ç). 

Toutes les aires A de la deuxième catégorie sont vues du 
point p. sous un même angle [<7(£, ï), s) + 4 7î l* 

Considérons, en effet, deux aires A, A' ( fig . 23) passant par la 
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courbe G. Elles forment line surface fermée entourant un certain 
espace clos E. Où bien le point [a est à l’intérieur de cet espace 
clos, ou bien il lui est extérieur. 

i 

Fig. a 3 . 


A 


& 

ts 


Examinons d’abord le cas où le point [a est extérieur à l’es¬ 
pace E; je dis que les faces positives des deux surfaces A et A' 
sont vues du point ia sous le même angle a-(l*, vj, Ç). 

Pour démontrer cette proposition, nous pouvons supposer que 
les deux surfaces A et A 1 n’aient aucun point commun en dehors 
de la courbe G; car, si elles avaient des points communs autres que 
ceux de la courbe C, il nous suffirait de considérer une troisième 
surface A ", n’ayant aucun point commun avec les deux surfaces A 
et A', et de démontrer que chacune des deux surfaces A et A ' est 
vue du point ia sous le même angle que la surface A '. 

La surface A a une face A i qui regarde l’intérieur de l’espace E, 

et une face A e qui regarde l’extérieur. 

La surface A' a une face A'- qui regarde l’intérieur de l’espace E, 

et une face A' e qui regarde l’extérieur. 

Les deux surfaces A et A 1 n’ayant aucun point commun, il est 
facile de voir que la face A e coïncide, dans toute son etendue, avec 
la face positive, ou dans toute son étendue avec la face négative 
de la surface A, et d’obtenir des conclusions analogues pour cha¬ 
cune des trois faces A/, A^, A' . 

Si l’on déforme la surface A de manière à l’appliquer sur la 
surface A', la face A ; deviendra la face A^; la face A e deviendra la 
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face A'-. Les deux faces Aj, A^. sont donc de meme signe, et les 
deux faces A e , A^ de signes contraires; l’une d’elles est positive. 

Supposons que ce soit la face A e . 

Soient N/, N^, N*-, N^ les normales aux faces A*, A e , A^, A e . 

Nous aurons entre les directions de ces normales et les direc¬ 
tions N et N' des normales aux faces positives des aires A et A' 

les relations 

N = Ne s — N/, 

n'=—n;= Ni. 

Soient < 7 , <t' les angles sous lesquels, du point p., on voit les faces 
positives des aires A, A!. Nous aurons, en vertu de 1 égalité ( 2 ), 



G — 

F 

U = 

par conséquent, 

G - G 



Mais l’ensemble des deux aires A et A'forme une surface fermée 


à laquelle le point 
lemme de Gauss, 


u, est extérieur. On a donc, d’après le premier 



et, par conséquent, comme nous l’avions annoncé, 

<7 — G , 

Examinons maintenant le cas où le point p. est intérieur à l’es¬ 
pace clos compris entre les surfaces A et Psi. 

Nous pourrons répéter exactement ce que nous avons dit dans 
le cas précédent, sauf en un point : nous devrons appliquer le 
second lemme de Gauss et non le premier. Nous aurons donc 
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et, par conséquent, 

<7 — <j' - 4TT. 


La proposition que nous avions énoncée est ainsi complètement 
démontrée. 

Cette proposition nous montre que, si Von fait passer par la 
courbe C une aire quelconque, l’angle sous lequel, du point p, 
on voit la face positive de cette aire, coïncide toujours avec 
une des déterminations de la fonction /"(ç, r t , Ç). 

La fonction /(I-, r h Ç) est donc définie par la seule connais- 
sance de la courbe C et du point jjl. 

Cette fonction n’est pas uniforme; mais, comme ses différentes 
déterminations ne diffèrent les unes des autres que par un mul¬ 
tiple de 4 tc, quantité indépendante de £, 7), Ç, les trois dérivées 
partielles 

doivent être des fonctions uniformes de £, v-, Ç. Nous allons nous 
proposer de former ces dérivées partielles. 

Si l’on donne au point p une translation (o#, oy, ùz) sans dé¬ 
placer la courbe C, l’angle sous lequel, du point p, on voit la face 
positive d’une certaine aire A passant par la courbe C augmente 

de 

eu = C) oç -+- ^ /(L '5» Ç) 07 1 + '5’ Ç) 

Si l’on donne la translation (8Ç, or,, 8Ç) à la fois au point p et à 
l’aire A, l’angle <r ne subit aucune variation. 

Donc, si l’on donne la translation (SÇ, 8r), oÇ) à l’aire A sans 
déplacer le point p, l’angle u subit une variation 

8'<r = - ’I. O ^ M’ O 8 >1 + ^/(5> 1. n sç] • 


C’est cette quantité 8'<r que nous allons nous proposer de cal¬ 


culer. 


Ml Stj , K) 


(fig* 2 4) 


surface cylindrique B. L’ensemble des trois surfaces A, B, A 


l 


m 


I 
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forme une surface fermée n’enfermant pas le point p. L’élément 
ab = ds de la courbe C vient en a' b'. 

Soient N e , N^, n e les normales extérieures à cette surface 
fermée selon qu’elles sont élevées en un point des aires A, A r , B. 



I 

I 

I 

î 

t 

i 

i 

t 

i 

» 

t 


t 

t 

t 



Soient dû 1 , d0 les éléments de ces diverses aires. Le premier 
lemme de Gauss nous donne 



Supposons, pour fixer les idées, que le déplacement oX ait été 
dirigé de telle sorte que la face positive de l’aire A soit la face 
intérieure à la surface fermée que nous considérons. 
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à- 

d - 

Q ~ dû - 

- C r dil 

ÜA dN e 

O a àN 


d - 

c —.r doj = 

C 

ÜA' ON, 

Oa' dN 

Nous aurons donc 
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a 


*> f 

0 cr 


d 


8 ' 



i 


r 


B 


dn 


d& 



cos(/’, n e ) 


d® 


B 


r l 


Soit cp le dièdre dont le demi-plan bcui e doit tourner de gauche 
à droite autour de ba pour venir coïncider avec le demi-plan bar. 
Dans le trièdre ( ab, n e , r) dont la face ban e est rectangle, on a 


cos(/', n e ) — sin( r, ds) e.oscp. 


D’ailleurs 


d 0 


sin(ofc, 8X) ds 8X. 


On a donc cette première expression de S'a-, 


(3) 


8' 


Ç sin(/’, ds) sin (ds, cCk ) coscp ^ 
/ r- 

J c 


? 


? 


p 


(30a, vO(3, dièdre qui est droit, 


sur le dièdre formé par les plans 


30v, p0(3, dièdre qui est l’angle cp. 


On a donc 


sin dièdre O a = cos cp 


Dans ce même trièdre, le dièdre suivant Op est 1 angle e relatif 
aux deux directions ds et àk (voir Ghap. 1, p. 6). On a donc 

sin ( ds, 8X ) cos cp = sin ( r, 8X ) sin e, 

ce qui donne cette nouvelle expression de 8 a-, 


8 ' 


8X 


siné r. ds) sin( r, 8X) sine , 


c 


l 


.2 


(4) 
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Nous pouvons trouver une autre expression de c/<r, en remar¬ 


quant que 


i 


- r cos (r, n e ) dQ 
i 


est, en valeur absolue, le volume dW de la pyramide pci b b'ci ; 
que, d’ailleurs, cette quantité est positive ou négative, selon que le 
trièdre aa'bp a un sens de rotation positif ou négatif; en sorte 
que l’on a toujours, en grandeur et en signe, 


/• cos( /*, n e ) dQ 




0 7 ) 




dx , dy 7 d~ . 
ds -d~ ds —=— ds 


Z 


ds 


ds 


ds 


et, par conséquent, 


(5) 


La quantité 


( 6 ) 




1 s 

- X 7] - 

-y s 

ient, 
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dx 
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dz 
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ds 

ds 
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y — r t 
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r 
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dx 

dy 

dz 
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ds 

ds 

ds 




dt] 

dX, 



dl 

di 

dl 

souvent dan 

s nos 

calculs. 



ds 


Les calculs que nous venons de faire nous montrent que l’on a 


(7) 


A 


sin( r, ds) sinf dl , 3X) cos <p 




et aussi 


( 8 ) 


A 


sin ( /’, ds sin( r, 3X ) sin e 




Ils nous montrent, en outre, que l’on a 


ci 


ax f 

Je 


A 


(9) 
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On en déduit 



Les dérivées partielles de la fonction /"(!;, ■/),£) sont donc, 
comme nous l’avions annoncé, des fonctions uniformes de £, yj, Ç, 
et leur forme dépend seulement de la connaissance de la courbe C. 
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CHAPITRE IV. 


NOTIONS DE GÉOMÉTRIE DE SITUATION. THÉORÈME D’ENRICO BETTI. 


Nous aurons à faire usage, dans ce qui va suivre, de quelques 
propositions de Géométrie de situation ; nous allons rappeler 
brièvement la définition des termes que nous aurons à employer 
et l’énoncé des théorèmes que nous invoquerons, en renvoyant, 
pour les démonstrations, à un Mémoire de M. Betti (*). 

Un espace clos est dit linéairement connexe lorsque deux 
points quelconques de cet espace peuvent être joints par une 
ligne continue renfermée en entier dans cet espace. 

Une surlace limitée par une courbe fermée est dite linéaire¬ 
ment connexe lorsque deux points quelconques de cette surface 
peuvent être joints par une ligne continue tracée en entier sur la 


sur 


face. 

Dans un espace clos, on peut tracer soit des surfaces, soit des 
lignes; aussi cet espace possède-t-il deux espèces de connexité. 
La connexité de première espèce est liée aux propriétés des lignes 
que l’on y peut mener; la connexité de seconde espèce est liée aux 
propriétés des surfaces que l’on y peut tracer. 

Go nsidérons un espace linéairement connexe, tel que celui qui 
est compris à l’intérieur d’un ellipsoïde ; si, à l’intérieur de cet 

nous traçons une surface fermée linéairement connexe 
quelconque, elle sera le contour d’un espace clos, linéairement 
connexe, contenu en entier dans l’espace considéré. On dit alors 



) Knrico Betti, Sopra gli spazi di un numéro qualunque dl dimensioni 
> Annali di Matematica de F. Brioschi et L. Cremona, 2 8 série, t. IV, p. i^o). 
Ce Mémoire est résumé dans Émile Lemmi, Sur les cas d’exception au théorème 
des forces vives, résumé et conséquences d’un Mémoire de M. Betti ( Journal 
de Mathématiques pures et appliquées de Liouville, 3* série, t. II, p. a33). 
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que la connexité de deuxième espèce de cet espace est du premier 
ordre. 


Consid 


_ r 

pris entre deux ellipsoïdes intérieurs l’un à l’autre; à l’intérieur 
de cet espace, traçons un ellipsoïde S enveloppant l’ellipsoïde in¬ 
térieur et enveloppé par l’ellipsoïde extérieur ; cette surface S for¬ 


mera le contour d’un espace clos linéairement connexe, mais qui 
n’est pas contenu entièrement dans l’espace considéré; si, dans 
cet espace, nous traçons une deuxième surface fermée linéairement 
connexe S', deux cas se présenteront : ou bien cette surface S' 
n’enveloppera pas l’ellipsoïde intérieur ; elle formera alors à elle 
seule le contour d’un espace clos linéairement connexe enfermé 
dans l’espace considéré; ou bien cette surface S' enfermera l’ellip¬ 
soïde intérieur; dans ce cas, elle formera avec la surface S le con¬ 
tour d’un espace clos linéairement connexe enfermé en entier dans 
l’espace considéré. On peut donc, dans l’espace considéré E, tra¬ 
cer une surface fermée linéairement connexe S qui ne forme pas, 
à elle seule, le contour d’un espace clos linéairement connexe en¬ 
tièrement contenu dans E, mais qui est telle que toute autre sur¬ 


face fermée linéairement connexe S', tracée dans E, forme, ou 
seule, ou avec la surface S, le contour d’un espace clos linéaire¬ 
ment connexe en entier situé dans E. On dit alors que la con¬ 
nexité de deuxième espèce de l’espace E est du second ordre. 

En général, supposons qu’à Vintérieur d’un espace clos, li¬ 
néairement connexe E, on puisse tracer p surfaces fermées li¬ 
néairement connexes Sa, •.telles qu’aucune d elles, 
prise seule, ou avec un certain nombre des autres, ou avec 
toutes , ne forme le contour d’un espace clos, linéairement con¬ 
nexe, entièrement situé dans E, mais que toute autre surface 
fermée linéairement connexe S, tracee en E, forme, ou seule, 
ou avec quelques-unes des surfaces S 2 , • ••> °u uvec 
toutes, le contour d’un espace clos linéairement connexe en¬ 
tièrement situé e/iE; ce nombre p est, pour un espace donné, 
entièrement déterminé, et la connexité de deuxième espèce de 


l’espace E est dite d’ordre (p 4- i)- 

De même, si à l’intérieur d’un espace clos linéairement 

connexe E, on peut tracer q lignes fermées , L 2 , , • L q , telles 
que, dans le système de ces q lignes, on ne puisse trouver le 
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contour d’aucune surface linéairement connexe entièrement 
située en E, mais telles que toute autre ligne fermée A, tracée 
en E, forme, ou seule, ou avec quelques-unes des lignes , 
Lo ^ • i > ^ T j ou avec toutes, le contour d’une surface linéaire¬ 
ment connexe entièrement située en E, ce nombre q , pour un 
espace E donné, est entièrement déterminé, et la connexité de 
première espèce de Vespace E est dite d’ordre (q H- i). 

Les espaces cités précédemment ont leur connexité de première 
espèce du premier ordre. La connexité de première espèce de 
l’espace situé entre une sphère et un tore qui lui est intérieur est 
du deuxième ordre. 

Si la connexité de première espèce et la connexité de seconde 
.espèce d’un espace E sont toutes deux du premier ordre, l’espace E 
est dit simplement connexe. 

Les surfaces ne présentent qu’une seule espèce de connexité. 
On définit l’ordre de cette connexité comme l’on définit, pour les 
espaces à trois dimensions, l’ordre de la connexité de la première 
espèce. D’après cela, l’aire d’un cercle a une connexité du pre¬ 
mier ordre, ou est simplement connexe; l’aire comprise entre 
deux cercles concentriques, l’aire de la surface à un seul côté fi¬ 
gurée au Chapitre 11, sont des aires dont la connexité est du se¬ 
cond ordre. 


Si une aire est simplement connexe, si cette aire admet en 
chaque point un plan tangent dont l’orientation varie d’une 
manière continue d'un point à l’autre, cette aire a deux côtés; 
inversement, une aire à un seul côté ne peut être simplement 


connexe. 

Pour démontrer ce théorème, considérons une aire simplement 


connexe a , admettant en chaque point un plan tangent dont l’o¬ 
rientation varie d’un point à l’autre d’une manière continue, et 


supposons ([ue ce soit une aire a un seul cote. 



On pourra forcément tracer à sa surface au moins une ligne 
fermée ABCA, telle que, si un point suit cette ligne en entraînant 
une demi-normale à l’aire a , la normale ait viré cap pour cap 
lorsque le point mobile reviendra au lieu dont il est parti. 

D ailleurs, Paire a étant, par hypothèse, simplement connexe, 
cette ligne fermée doit être, à elle seule, le contour d’une aire li¬ 
néairement connexe a! entièrement située dans a. Il est facile de 
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voir que cette aire a! est forcément aussi une aire à un seul côté 
et qu’en parcourant un chemin fermé, infiniment voisin en tous 

ses points du contour ABCDA, on renverse le sens de la normale 

\ 1 ? * / 
a Faire a. 

Enfin cette aire a' est, comme l’aire simplement connexe. En 
effet, toute courbe fermée tracée dans a'est aussi tracée dans a ; 
elle forme donc le contour d’une aire limitée tracée dans a; mais 
il est bien évident, dès fors, que cette aire limitée est tracée 
dans a!. 

Gela étant, prenons deux points A et G de ce contour. Joignons- 
les par un chemin APG, situé dans a' et ne passant pas deux fois 
par le même point de a'. 

Chacun des deux contours ABGPA, APGDA forme le contour 
d’une aire linéairement connexe entièrement située dans a'", car 
si le contour ABCPA, par exemple, ne formait pas le contour 
d’une aire linéairement connexe entièrement située dans a !, c’est 
que l’aire o! ne serait pas simplement connexe. 

L’une au moins de ces aires est à un seul côté. Supposons, en 
effet, que l’aire APCDA soit à deux côtés. La normale au point A 
étant choisie, on arrivera en C avec la même direction de normale 
en suivant le chemin APG, et en suivant le chemin ADG; si l’aire 
ABGPA était aussi à deux côtés, on arriverait au point G avec la 
même direction de normale en suivant le chemin APC et en sui¬ 
vant le chemin ABC. On arriverait donc au point C avec la même 
direction de normale en suivant le chemin ABC et en suivant le 
chemin ADG, ce qui est contraire à ce que nous avons démontré 
au sujet du chemin ABCDA. 

Ainsi le contour ABGPA limiterait une aire a" linéairement 
connexe à un seul côté, dont la normale changerait de sens lors¬ 
qu’on parcourrait le chemin fermé ABGPA. On démontrerait, 
comme nous l’avons fait pour o!, que cette aire a!' est simplement 

connexe. 

On pourrait de nouveau découper cette aire d' en deux autres, 
dont l’une au moins serait une aire à un seul cote, simplement 

connexe, entièrement située dans a. 

En continuant ainsi indéfiniment, on arriverait forcement à 

prouver que, sur l’aire on peut tracer une aire a infiniment 

petite ayant un seul côté. On pourrait donc, par un chemin fermé 
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infiniment petit tracé sur faire a, renverser cap pour cap l’orien¬ 
tation de la normale, ce qui est incompatible avec la variation 
continue de l’orientation du plan tangent à faire a. 

Ainsi une aire simplement connexe à un seul côté est, comme 
nous l’avions annoncé, une absurdité. 

Envisageons l’espace illimité extérieur à un tore; cet espace a 
sa connexité de première espèce du second ordre et sa connexité 
de seconde espèce du premier ordre. 

Déformons ce tore d’une manière continue sans que jamais sa 
surface ait à subir de rupture. On pourra le transformer en n’im¬ 
porte quel tube fermé ne présentant pas de dérivation. D’ailleurs, 
dans cette déformation, il est facile de voir que l’ordre de chaque 
espèce de connexité de l’espace extérieur au tore ne variera pas. 
Donc l’espace illimité extérieur à un tube fermé quelconque exempt 
de dérivations a une connexité de première espèce du second ordre 
et une connexité de seconde espèce du premier ordre. 

Cela demeure vrai si le tube est infiniment délié. Donc, si, de 
respace illimité, on exclut les points infiniment voisins d’une 
courbe fermée exempte de dérivations, il reste un espace dont 
la connexité de première espèce est du second ordre et la con¬ 
nexité de seconde espèce est du premier ordre. 

D’après le théorème de M. Betti, on pourra transformer cet 
espace en un espace simplement connexe par une section simple¬ 
ment connexe, c’est-à-dire par une aire à deux côtés. Cette aire 
ne peut, d’ailleurs, avoir pour contour que la courbe donnée. 
Nous arrivons donc à cette proposition : 

Par toute courbe fermée ne présentant pas de dérivations, 
on peut faire passer une surface à deux côtés; cette surface 
transforme en un espace simplement connexe Vensemble des 
points qui ne sont pas infiniment voisins de la courbe. 

M. Betti a démontré le théorème suivant : 

Si un espace ci trois dimensions a une connexité de première 
espèce d'ordre (<7 + 1 ) et une connexité de seconde espèce 
d’ordre {p + 1 ), il est nécessaire et suffisant, pour le transfor¬ 
mer en un espace simplement connexe, d’y faire d'une ma¬ 
nière convenable p sections linéaires et q sections superficielles 
simplement connexes. 
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§ 2 . 


Théorème d’Enrico Betti. 


X 


continues et 


uniformes en tous les points d’un espace E dont la connexité de 
première espèce est d’ordre (^H-i). Supposons que ces trois 
fonctions vérifient, en tous les points de l’espace E, les égalités 


àY 

dZ 

dz 

ày ~ 

dZ 

i)X _ 

dx 

dz 

dû 

dY 

°y 

dx 


Quelle est la valeur de l’intégrale 


o 


} 


o, 


O. 



prise le long d’une courbe fermée P, tracée dans l’espace E et 
parcourue dans un sens déterminé? 

Pour réduire la connexité de première espèce de l’espace E à 
être du premier ordre, il suffit de tracer dans cet espace q surfaces 
simplement connexes. Soit S,, S 2 ,. .., S ? un tel système de sur¬ 
faces. Chacune de ces surfaces a deux faces. 

Supposons que la ligne l rencontre n K fois la surface S t en pas¬ 
sant de la face négative à la face positive, et n\ fois la même sur¬ 
face en passant de la face positive à la face négative; qu’elle ren¬ 
contre n 2 fois la surface S 2 en passant de la face négative à la face 
positive, et n 2 fois la même surface en passant de la face positive 
à la face négative, etc. Désignons par Hj, H 2 , ..., q con¬ 
stantes qui sont indépendantes de la forme de la ligne l et dépen¬ 
dent seulement de la forme des fonctions X, Y, Z et de la nature 

des connexions de l’espace E. 


Uintégrale 






t 
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aura pour valeur 


flq) H/jr. 


( «i — n i ) H j -i- ( n 2 — n' 2 )H 2 + .. • -+■ ( îiq 

Telle est l’importante proposition démontrée par M. Betti; nous 
allons en déduire une conséquence qui sera d’un grand usage par 

la suite. 

Considérons l’espace formé par l’ensemble des points qui ne 
sont pas infiniment voisins d’une courbe fermée C exempte de 

dérivations. 

Soient X, Y, Z trois fonctions de Ç, 6, Ç finies, continues et uni¬ 
formes en tout point (i, 7\, Ç) de cet espace et vérifiant, en chacun 
de ces points, les équations 




Cherchons la forme générale de ces fonctions X, Y, Z. Soit / 
une courbe fermée quelconque tracée dans l’espace considéré. 
Soit H une certaine constante. Soit A une aire simplement con¬ 
nexe passant par la courbe C (sur laquelle est choisi un sens de 
parcours) et ramenant au premier ordre la connexité de première 
espèce de l’espace considéré. Si la ligne l rencontre la surface A 
n fois en passant de la face négative à la face positive, et n' fois 
en passant de la face positive à la face négative, nous aurons 



Z ) = ( n — n' )II. 


D’autre part, considérons, pour la courbe C, la fonction 

/(£.?)> O 

définie au Chapitre précédent. Nous aurons 
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Donc, quelle que soit la ligne fermée l tracée dans l’espace consi¬ 
déré, nous aurons 

et, par conséquent, d’après la propriété fondamentale des inté¬ 
grales curvilignes, 


^ i 




Y ch] 


zd* 


Xd\ 


Y dt\ 


Z dZ, 


4 TC 


dm^)=-d U(Ê,r,n 


? 


U étant une fonction finie, continue et uniforme de ç, r\, Ç, pourvu 
que le point £, •/}, Ç ne soit pas un point de la courbe C. 

Soient x,y, z les coordonnées d’un point de la courbe C et ds 
l’élément linéaire de cette courbe. Posons 



et nous aurons, d’après l’égalité (9) du Chapitre III, 



fonctions 



fonctions fi 


formes cle <*. tj, Ç en tous les points de Vespace, sauf 
\ infiniment voisins cle la courbe C, et si elles véri¬ 


fient 


(O 


on a 


(2) 


xm 


V 

l 



Y di] -1- Z dX, = 


dY 

SL _ 

àï 

dt] 

dZ 

dX 

àï 


dX 

dY 

à'*} . 


= dl 

l ± ( 


4 ic 


O, 


O 


7 


O 


7 


A ds 


dléfq, 7), O 


C 


D. 


III. 


5 
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(3) 


* 

I x = 

*U(| f ii f ç) , 

H r il 

h 4 w J c >' 3 \ 

f (7- 

1 

-S 

sTg- 

1 

-(-s - 

-C) 

(-1 

ds, 

1 Y = 

àm,r„ï) 

- àri H 

H r i 

h 4^ J c / ,3 ! 

(*- 

dx 

3 s 

-(*- 

-0 

dz~ 
ds _ 

ds, 

f Z = 

1 


H r 1 

r 4kJ c ,-3 ! 

0~ 

.t) 

-{y- 

-*i) 

dx~\ 

ds J 

ds, 


U( ç, 7], Ç) étant une fonction finie, continue et uniforme en 

tout point (<*, rj, Ç) qui ne fait pas partie de la courbe C et H 
une constante. 



LITRE XIII. 


L’INDUCTION ÉLECTRODYNAMIQUE DANS LES CIRCUITS 

LINÉAIRES. 

■ ■> - 

CHAPITRE PREMIER. 

LA LOI ÉLÉMENTAIRE DE L’INDUCTION ÉLECTRODYNAMIQUE. 

FORME GÉNÉRALE DE CETTE LOI. 


Considérons un conducteur linéaire AB, dont les extrémités 
sont formées par deux métaux #, b, à la même température. 
Soient 

V a le niveau potentiel électrostatique en un point du métal a; 

V b le niveau potentiel électrostatique en un point du métal b ; 

© a une quantité qui dépend de la nature du métal a; 

©ô une quantité qui dépend de la nature du métal b. 

Lorsque l’équilibre électrique est établi sur le conducteur, on a 

(sV«-(-• ©a) — (sYô+ ©û) = r h 


7} étant une quantité qui est déterminée lorsqu’on connaît la na¬ 
ture des divers corps qui forment le conducteur, leur température 
en chaque point, et la nature des changements d’état que leur fait 

éprouver le passage de l’électricité. 

Si les deux métaux A et B étaient en contact, soit directement, 
soit par l’intermédiaire d’autres corps ayant même température et 
n’éprouvant aucun changement d’état par le passage de 1 électri¬ 
cité, les niveaux potentiels électrostatiques V^, à l’intérieur 



fi 8 


uva:: xiu. 
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de ces métaux, devraient, pour l’équilibre, être liés par la rela¬ 


tion 


( rV' 

1 ' a 


®a) 





) 


O. 


L’équilibre électrique peut-il subsister sur le fil primitivement 
considéré lorsqu’on ferme le circuit, c’est-à-dire lorsqu’on réunit 
les deux métaux a et b, soit directement, soit par l’intermédiaire 
d’autres corps ayant la même température et n’éprouvant aucun 
changement d’état par le passage de l’électricité? Il faudrait, pour 
cela, qu’on pût avoir 


V' 

* 


Va — 

V* = V' A ; 


or cela sera généralement impossible, car 


s(Va-Va) 


s (Vâ -’V 


T 


' \ 
b ) 


*) • 


Si donc 7 ) n’est pas égal à o, un courant prendra forcément 

naissance dans le conducteur fermé. 

Pour obtenir les lois des courants permanents , c’est-à-dire 
uniformes et constants , dans des conducteurs linéaires, fermés 
et immobiles, il suffit d’une seule hypothèse nouvelle. Cette hy¬ 
pothèse est la suivante : 

Lorsqu’on ferme le conducteur a , b , il est parcouru de b 
vers a par un courant dont l’intensité s’obtient en divisant la 


quantité 


£(v «—y b) 

définir, j 


*(V' 


V' A ), 


dant de la nature du conducteur, que l’on nomme sa résis¬ 
tance: celte résistance est la somme des résistances de chacun 
des éléments du conducteur; la résistance d’un élément du 
conducteur est proportionnelle à sa longueur et en raison in¬ 
verse de sa section. 

Celle hypothèse s’exprime plus brièvement en disant que la 
force électromotrice qui agit de b vers a, au travers du fil de fer¬ 
meture, a pour valeur r,. Si .1 est l’intensité du courant comptée 
dans le sens dont il esl ici question, et II la résistance du conduc¬ 


teur, on aura 


J 


T. 


H 
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Tout ceci n’est vrai que si tous les conducteurs linéaires qui 
forment le système sont fermés et immobiles , et que si tous les 
courants qui traversent ces conducteurs sont uniformes et con¬ 
stants. Ces lois cessent d’être exactes, si les courants sont varia¬ 
bles et non uniformes, si les conducteurs sont mobiles. 

Soit, dans ce cas, AB= ds un élément de l’un des conducteurs 
du système^ calculons, pour cet élément, d’après les lois posées 
au Tome I de cet Ouvrage, la valeur de la quantité 


T i 


s(Vb 



Va) 


(Vb 


vl). 


Soit R la résistance de l’élément. 


Si cet élé ment faisait partie d’un système de conducteurs fer¬ 
més et immobiles parcourus par des courants uniformes et con¬ 
stants, il serait traversé de A vers B par un courant d’intensité' 


R 


11 est, en réalité, traversé par un courant d’intensité 


J 


'<0 


r 

O 


u 


La quantité C , qui est égale à o lorsque les courants sont con¬ 
stants et uniformes et les conducteurs immobiles, se nomme la 
force électromotrice d J induction qui agit dans l’élément ds. 
C’est la forme de celte force électromotrice qu’il va falloir déter¬ 
miner dans le présent Chapitre. 

Dans le temps dt , l’élément AB est traversé de A vers B par 
une quantité d’électricité 

oQ = \dt = 4(ï] -t -C)dt. 

SX 

S’il faisait partie d’un système de conducteurs immobiles tra¬ 
versés par des courants permanents, il serait traverse dans le 
même temps par une quantité d’électricité 

oq = j dt — ^ ï) dt. 

La quantité 

8^= ôQ — 0 q = -jîr & dt 
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est la quantité cVélectricité mise en mouvement par Vinduc¬ 
tion dans Vélément ds pendant le temps dt. 

Avant d’indiquer les hypothèses fondamentales que nous ferons 
sur cette quantité 0^, hypothèses dont nous déduirons les lois 
de l’induction électrodynamique dans les circuits linéaires, quel¬ 
ques définitions sont encore nécessaires. 

Soit AB = ds un élément d’un conducteur C; soit G 7 un autre 
conducteur. L’état du système formé par le conducteur C' et l’élé¬ 
ment AB sera supposé complètement défini, au point de vue de 
/ 

l'Electrodynamique, lorsqu’on connaîtra : 

i° La forme, la grandeur et la position relative du circuit C et 
«le l’élément cls\ 

\ 

2 0 L’intensité J du courant qui traverse l’élément ds\ 

3 ° L’intensité L, en chaque point du conducteur C', du courant 
qui traverse ce conducteur. 

Si la matière qui forme soit l’élément ds , soit le circuit C', 
éprouve, réellement ou par la pensée, une modification quel¬ 
conque qui ne change rien aux qualités que nous venons de défi- 

r 

nir, nous di rons, en Electrodynamique, que le système n’a éprouvé 
aucune modification. 

C’est là le sens précis qu’il faut attribuer à cette phrase, sou¬ 
vent répétée par les auteurs qui ont traité de l’Electrodyna¬ 
mique : les actions éleclrodynamiques ne dépendent ni de la ma¬ 
tière qui forme les conducteurs, ni des modifications de cette 
matière. 

Ces préliminaires posés, voici la première h ypothèse que nous 
ferons sur l’induction électrodynamique : 

Co nsidérons le système formé par l’élément ds et le conduc- 
ur C'. Pendant que ce système subit une modification infiniment 
petite quelconque, 1 induction met en mouvement, dans l’élé- 


ment ds, une quantité d’électricité infiniment petite o 3 
B ds la résistance de l’élément ds. 



/ 


Vous admettrons que 



quantité 11 dso^p est 



lorsqu'on connaît : 


1" La définition électrodynamique du conducteur C' et de 


/’élément ds au début de la modification ; 

>° La variation que la modification consi 




rte a 


* /• 


<'ctta de finition. 
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Le conducteur C' est formé d’un certain nombre d’éléments 
ds', ds \, ds 2 , .. ds' n . Nous admettrons, comme seconde hypo¬ 
thèse, évidemment compatible avec la première, que Von peut 
écrire 


R ds 0 ®) = 8 (ji 


t 



8|x'i 



0(X' 



> t 

Û l'* n ' ? 


Suc^ dépendant uniquement : 


De 


O 


2 ° De la grandeur de Vélément ds k ; 

3° De la situation relative de ces deux éléments ; 

4° Des intensités des courants qui traversent ces deux élé¬ 
ments; 

5° Des variations de ces données. 

Cette hypothèse est celle que l’on énonce, sous une forme 
moins précise, lorsqu’on dit que la force électromotrice d’induc¬ 
tion engendrée par un courant inducteur est la somme des forces 


électromotrices élémentaires émanées des divers éléments de l’in¬ 


duit. 

Soit AB = ds un élément du conducteur G; soit A'B' = ds un 
élément du conducteur C'. Soit 9 le plus petit des angles de la di¬ 
rection AB avec la direction AA'; soit 9' le plus petit des angles 
de la direction A'B' avec la direction AA'; soit to l’angle des deux 

directions AB, A'B'; soit enfin r la distance AA'. Une troisième 

* 

hypothèse consiste à admettre que, pour définir, en Electro- 
dynamique, le système des deux éléments AB, A'B ; il suffit de 
connaître les paramètres 

ds, ds', r, 0, 9', oj. 

Nous avons vu [ Introduction, Ghap. I, § 1] que cela revient à 
admettre l’équivalence, par rapport à l’élément AB, des deux élé¬ 
ments A'B', A'B', symétriques par rapport au plan BAA'. 

Cette hypothèse, jointe à la précédente, entraîne cette consé¬ 
quence : 

La quantité 3p.' est une fonction uniforme des paramètres 

J, ds, V, ds', r, cos9, cos9', cosw 

et de leurs variations. 


Deux remarques au sujet de ces paramètres : 

A. Il résulte de la définition de l’intensite d’un courant linéaire 
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(T. I, p. 406) que l’intensité (l’un courant varie d’une manière 
continue le long du conducteur qu’il traverse : si le conducteur 
est ouvert, l’intensité est égale à o aux extrémités. Un élément de 
courant ne peut donc être supposé réellement séparé des élé¬ 
ments qui le précèdent ou qui le suivent. Celte définition, donnée 

* 

en admettant que la densité linéaire de l’électricité doit être for¬ 
cément finie en tout point d’un courant linéaire, est trop restreinte. 
Nous verrons plus tard qu’elle ne pourrait suffire à fournir une 
représentation complète des faits que nous présente l’étude de 
l’électricité. Mais, pour le moment, nous ne voulons point entrer 
dans l’étude des difficultés que présente la théorie des courants 
linéaires, lorsqu’on regarde l’intensité comme pouvant être dis¬ 
continue. Tout le long du présent Volume nous admettrons 
provisoirement l’hypothèse suivante : Il est physiquement im¬ 
possible que Vintensité d'un courant linéaire présente des dis¬ 
continuités le long du conducteur ou ci ses extrémités. 

B. Soit M un point, fixe ou mobile; soient ds', ds", . .. les élé¬ 
ments qui forment un conducteur parcouru par un courant. Soit r 


la distance du point M à l’origine d’un de ces éléments. Les élé¬ 
ments de ce conducteur devant se suivre sans interruption, varie 

# 

d’une manière continue le long de ce conducteur. 

En vertu des hypothèses faites, nous aurons 


;> t 

°i x 


(2) 


} / 
r j[ X l 


/{J, J', cls, ds 1 , r, cosO, cosO',costo, 

oJ, oJ', ods, 0ds’, or, 0 cosO, 0 cosO', 0 cosu>), 

f (J, J,, ds. ds\, /’i, cosOj, cosO',, cos tu,, 

oJ, oJ' n ocls, 0 cls\, o/’i, 0 cosO,, 0 cosO',, 0 coso),), 


1" Nous allons montrer d’abord que la fonction f ne dépend 
ni de J, ni de o.l. 

Pour cela, considérons en premier lieu un élément ds de résis- 

s en pré¬ 


lance R ds, parcouru par un courant d’intensité .1, et m 
sence d’un circuit C' auquel appartient l’élément ds’. Une modifi¬ 
cation élémentaire « ans l’état du système est caractérisée par les 
variations 


"x T 'x 1 r 'N 

OJ , 0 J , 0 



î 


0 



J 


N 

0 / 


1 


0 cosO, 0 cosô', 8 COStü 


des paramètres 


J, J', ds, ds 1 , r, cosO cosO', costo. 
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L’induction, due aux éléments du circuit C', qui accompagne 
cette variation, met en mouvement dans l’élément ds une quantité 




R. ds 89 



C' 


/(J, J', ds, ds ', r, cosO, cosO', cosoj, 


oJ, 8J', ods, o ds', or, 8 cosO, 8 cosO', 8 cosoj ) 


Prenons ensuite un nouvel élément ds, identique au précédent, 

mais traversé par un courant d’identité j. Imaginons que j varie 
de tandis que ' 


J', ds, ds' 


î 


r, cosO, 


cosO', cos (jü 


subissent les mêmes variations 


8J', ods, ods', or, 3 cosO, 3 cosO', 


o COS lü 


cfue dans le cas précédent. 

- A cette nouvelle modification correspond un phénomène d’in¬ 
duction, dû aux éléments du circuit C/, qui met en mouvement 
dans l’élément ds une quantité d’électricité or/ et l’on a 

R&8gr = f (/, J', ds, ds', r, cosO, cosO', cosa>, 


8 j, o J', ods, ods', or, o cosO, 3 cosO', 8 cosco). 


Juxtaposons les deux éléments ds que nous venons de considérer. 
Par leur ensemble nous formons un troisième élément ds, tra¬ 
versé par un courant d’intensité J + j. Lorsque les quantités 


J -h j, J', ds, ds', r, cosO, cosO', costo 


varient de 


8J 


oj, 8J', ods, ods’, or, 8 cosO, 8 cosO', 8cosn), 


l’induction due aux éléments du circuit G' met en mouvement, 


dans ce nouvel élément ds, une quantité 
demment pour valeur 



qui a evi- 





o q 


D’ailleurs le troisième élément ds ayant pour résistance 


R 


2 


ds, 
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on doit avoir 


- 8g) ds = 2 /( J -+- j> JS ds, ds, r, cosô, cosô', cosio, 


oJ +oj, oJ', o ds, ods', 8r, ScosO, 8 cosô', ocosto) 


On doit donc avoir l’identité 




C' 



c 


/(J, JS ds, ds’, r, cosO, cosô', cosio, 

oJ, oJ', ô ds, ods', or, o cosO, 8 cosO', 8 cosio) 

f (y, J', ds, ds', r, cosO, cosO', cosio, 

8j, oJ', ods, ods', or, 8 cosO, 8 cosO', o cosio ) 




cosio). 


Les quantités cosO, cosB^ costo varient d’une manière quel¬ 
conque, ainsi que ods', or, ocosO, ocosO , J o cosio lorsqu’on passe 
d’un élément ds' à un autre. Les quantités J 7 , 8J 7 , r sont seule¬ 
ment assujetties à varier d’une manière continue d’un élément à 
l’autre d’un même circuit. L’identité précédente ne peut donc 
avoir lieu que si l’on a séparément, pour chaque groupe (ds, ds'), 


/(J, J', ds, ds', r, cosO, cosO', cosio, 

oJ, oJ', ods, ods', or, o cosO, o cosO', o cosio) 

f (y, J', ds, ds', r, cosO, cosô', cosio, 

oj, oi', ods, ods', or, o cosO, o cosO', ô cosio) 

= a /(J+y, J', ds, ds', r, cosO, cosO', cosio, 

oJ -v- oj, SJ', ods, ods', or, o cosO, o cosO', o cosio). 

Or, si nous faisons dans cette identité 


nous trouvons 



oj = o, 


/(J, J', ds, ds', r, cosO, cosO', cosio, 

o J, oJ ', ods, ods', or, o cosO, o cosO', o cosio) 

— f ( o, J', ds, ds', r, cosO, cosO', cosio, 

o, oJ', ods, ods', or, o cosO, o cosO', 8 cosio). 


Celte égalité montre, comme nous l’avions annoncé, que la fonc¬ 
tion f ne dépend ni de J, ni de 8 J. 
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I 7 

j 


5 


Dorénavant, nous pourrons remplacer les égalités (2) parles 


suivantes 




( 3 ) 


F (J', ds, ds', r, cos 0 , cos 0 ', cos 10 

0 J', S ds , 8 ds', or, 0 cos 0, 0 cos 0', 0 cos w ), 


Vi 


O 



ns allons montrer maintenant que la fonction F est li¬ 


néaire et homogène par rapport aux variations 


8J', 0 ds', or, ocosO, 3 cosO', 8cosw. 


Imaginons, en effet, une première modification dans laquelle , 
pour le groupe (ds, ds'), ces quantités ont les valeurs suivan tes 

i 

8J', ods, ods', 87% 0 cosO, 8 cos 0 ', 8 cos00, 

et des valeurs analogues pour ds\, ds[ 2 , .... 

Un aura alors 

8fi' = F (J', ds, ds', r, cos 0 , cos 0 ', cos 10, 

8J', 8ds, ods', or, 0 cosO, 8 cos 0 ', 3 cosu), 


et cette première modification mettra en mouvement, dans l’élé¬ 
ment ds, une quantité d’électricité o 3 donnée par 



', ds, ds', r, cos0, cos0', cosw, 

8J', ods, ods', or, 0 cosO, 8 cosO', 3 cosw). 


Faisons suivre cette modification d une seconde modification in 
finiment petite dans laquelle les quantités 

J', ds, ds', 7% cosO, cosô', cosw 


subissent des variations 

DJ', Dds, Dds', Dt% DcosÔ, DcosO', Dcosw. 

Nous avons, pour cette seconde modification, 

Df*'= F(J'-h 8J', ds-1- 8 ds, ds'+ 3 ds', r -1- 3 r, cos 0 + 8 cosô, cosO' 


3 cos 0', 



ÛCOSW. 


DJ', Dds. Dds', D/% DcosÔ, D cosO', Dcosw). 


cosw 
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g cosO', o cosu) 

t p 

infiniment petites par rapport aux quantités 

J', ds , cls', cosO, cosO', costo. 

Nous aurons alors, en négligeant les infiniment petits d ordre 
supérieur, 

D-jl' — F (J', cls, c/s', r, cosO, cosO', cosw 

DJ', Dcfc, D c/s', D/*, DcosO, Dcosô', Dcostw). 

Cette seconde modification met en mouvement, dans l'élément 
ds , une quantité d’électricité et l’on a 

( R S R ) ( ds -+- o ds ) D|j.', 

ou bien, en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur, 



LIVRE XIIÏ. 


L INDUCTION 


Supposons toutes les quantités 


oJ', G cls, ods', G cos 0 


î 


R ds F (J', cls, ds', r, cosO, cosO', cosco, 


S ) J', D ds, D cls’, Dr, D cosO, D cosO', D cosw ). 


L’ensemble des deux modifications infiniment petites que nous 
venons de considérer constitue une modification infiniment pe- 
lile, dans laquelle les quantités 


varient de 


J', ds, ds' 


) 


r, cosO, cosO, 


COSO) 


) 


\y 

= SJ' 

4- DJ', 

A ds ~ 

- 0 ds 

-f- t) ds , 

A d$' — 

11 

o; 

H- Dds'j 

A r = 

■N 

- or 

4- Dr, 

AcosO = 

: G COS 0 

-h DcosO, 

A cos 0' = 

= G COS 0' 

-+- DcosO', 

A cos oj = 

: G COS (JÜ 

-4- Dcosco. 


Celle modification niel en mouvement une quantité d’électricité 


A 3 =53 + D?. 



I 
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Mais on doit avoir, d’après l’égalité (3), 


Rds 



A o 



F (J 1 ’, <&, eès', r, cosO, cosO', coso>, 

AJ', A ds, Ads', A r, A cosO, A cosO', A cos u>) 


On voit donc que l’on a l’identité 



F (J' , ds, ds', r, cosO, cosO', costo, 

oJ', 8 ds, 8 ds', or, 8 cosO, 8 cosO', 8 cos a») 




F (J' , ds, ds', r, cosO, cosO', cosu» 


J 


DJ', D ds, D ds', Dr, DcosO, DcosO', Dcosa») 



F (J', ds, ds', r, cosO, cosO', cosw 


7 


8 j'-t-DJ', 8 c/sh-D ds, 8 ds'- t-D ds', or-j-D/ 


7 


8 cos 0 -i- D cosO, 8 cos O’-b Dcos 0 ', 8 cos co D cosw). 


Les variations imposées à ds, ds', cosQ, cosO', cosw sont entiè¬ 
rement arbitraires; les variations imposées à J' et à r sont seule¬ 
ment assujetties à laisser ces quantités varier d’une manière 
continue lorsqu’on passe de l’élément ds' à un élément voisin ap¬ 
partenant au même conducteur. 

L’égalité précédente montre donc que la somme 



F (J', ds, ds, r, cosô, cosO', cosw 


7 


SJ', 8 ds, 8 ds', or, 8 cos 0 , 6 cos 0 , o cos o» ) 


7 


étendue aux n éléments dsds\, ds.,, . .. qui, avec 1 élément ds, 
forment le système étudié, est une fonction linéaire et homogène 

des (6n -h i) variations 


8 J', 

ods , 

or, 

ScosO, 

ScosO', 

0 COSOJ, 

8 J i, 

8 ds \, 

or i, 

ScosOj, 

ScosOt, 

SCOSOU, 

» • * * * * 

* » * * 

W 9 •• y 

* * ■ 7 

* * * • * * ^ 

G ds . 



Or les variations oJ 7 , 

3 ds 1 , 

or, ScosG, 3 cosO', Scoso) ne fi gu 

rent que dans le terme 





F (J', ds, ds', r, cos 

0, cosô', 

COS Wj 

oJ', ods, 

Zds', 3 r, 

o cosO, 8 cosO', o cosw 


■■ 
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Ce terme doit donc être linéaire par rapport à ces variations et 
l’on doit avoir 

F(J', ds, ds', r, cos0, cosO', costu, 

oJ', 8 ds, 0 ds', 8 r, 0 cos0, 0 cos0', 0 costu) 

= ç> ( J% ds, ds', r, cosO, cosô', costu, 0 ds) 

4 - A(J', ds, ds, r, cosO, cos0', costu) 3j' 

-i- B( J', ds, ds', r, cos0, cosO', costu) 8 ds' 

-+- G(J', ds, ds', r, cos0, cos0', costu) 8 cosO 

4- C'( J', ds, ds', r, cos0, cos0', costu) â cosO' 

4- D(J', ds, ds', r, cosô, cosO', costu) 8 costu 

4 - E(J', ds, ds', r, cosO, cosO', costu) 8/’, 

ce qui démontre, comme nous l’avions annoncé, que la fonction F 
est linéaire par rapport aux six variations 

8J', ods', or, 8 cosO, 3 cosO', 8 costu. 



3 ° Nous allons prouver que les six quantités 

cp, B, G, G', D, E 


sont proportionnelles à J', et que A ne dépend pas de J'. 

Envisageons pour cela un premier élément A'B ' =.ds\ traversé 
par un courant d’intensité J 7 . Si les variables 

J', ds', r, cosO, cosO', costu, ds, 

relatives à cet élément, varient de 



ods', or, 8 cosO, 8 cosO', 8 costu, 3 ds, 


cet élément nous fournit une quantité 

ojx' = o (J', ds, ds', r, cosO, cosO', costu, 3 ds) 

4 - A(J' ds, ds', r, cosO, cosO', costu) 8J' 

—t— B( J' , ds ? ds\ r, cosO, cosO', costu ) o ds 
-t- C(J', ds , ds\ r , cosO, cosO', costu)o cosO 
— G'(J', ds , ds\ r , cosO, cosO^, cosü>)o cosO' 
-+- D(J' , ds, ds', r, cosO, cosO', cos tu) 8 cos tu 
-r- E(J ', ds, ds', r, cosO, cosO', costu)8/\ 


Supposons qu’un second élément A'B', de même longueur ds' 
que A I», soit exactement juxtaposé à A 7 iï% et qu’il soit traversé 
par un courant d’intensité Supposons que, dans la modification 
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considérée, A'B' reste constamment juxtaposé à A'B'. Les para¬ 
mètres 

J' l3 ds , ds', r, cosô, cos 6', costo, 


qui définissent le système AB, A'B', varieront de 

8J',, 8 ds, 8 ds' , 8 r, 8cos0, 8 cosô', 8 costo. 

Le nouvel élément A'B' fournira donc à une quantité 


8 [a, = cp (J' n ds, ds', r, cosô, cosô', costo, 8 ds) 

-+• A(J' n ds, ds', r, cosô, cosô', costo) SJ, 

-4- B(Ji, ds, ds', r, cosô, cosô', costo) 6 ds' 

-+- G(J'j, ds, ds', r, cosô, cosô', costo) 8 cosô 

-t- G'( J, , ds, ds , r, cosô, cosô', costo)8 cosô' 
H- D ( J , ds, ds', r, cosô, cosô', costo)8 costo 
-h E(j;, ds, ds', r , cosô, cosô', costo) 8/*. 


Mais il est évident que l’on peut regarder l’ensemble des deux 
éléments A'B', A'B' comme formant un seul élément AI'W; le 
couple AB, A"B" est défini par les paramètres 

J'J j, ds, ds', r, cosô, cosô', costo; 

dans la modification considérée, ces paramètres varient de 

o ds, ods', or, 3 cosô, 8 cosô', ocosw, 


et l’élément considéré fournit à un terme 

ou." = a> ( Jj-i- J,, ds, ds', r, cosô, cosô', cosw, 3 ds) 

A(Jj_j_ J', ds, ds', r, cosô, cosô', cosa>)(oJ'-i- 8J,) 

- 4 - B(Ji Jj, ds, ds', r, cosÔ, cosô', cosw)o ds' 

-4- c(Ji-t-j;, ds, ds', r, cosô, cosô', cosco)8 cosô 
-4- G'(Ji-t- J 1 , ds, ds', r, cosô, cosô', cosw)o cosO' 

-4- j(Ji+ Ji, ds, ds', r, cosô, cosô', cosw)o cosw 
+ E ( Ji-f- Ji ,ds, ds', r, cosô, cosô', cosw) or. 

La quantité d’électricité mise en mouvement par l’induction 

dans l’élément ds, et par conséquent la quantité doivent 

conserver la même valeur, soit que 1 on envisage les deux éléments 
A'B', A' B' comme distincts, soit que l’on envisage leur ensemble 
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comme tonnant un seul élément. On doit donc avoir 



quels que soient J', J', oJ,, oJ'. 

Il résulte alors des trois égalités 
fonction linéaire et homogène de J 7 et de oJ . 



ou/ est une 
1 

4 


Donc : 

La quantité A ne dépend pas de J . 

Les quantités cp. B, C, C 7 , D, E sont proportionnelles à J 7 . 
Cela nous permet d’écrire, au lieu de l’égalité ( 4 ), 


[ o[j/= -l- ds', cosô, cos0', cosoj, r, o ds) 

■+- a. (ds, ds' , cosô, cosO', cosco, /*) oJ' 

-+- 3'b(ds, ds', cosO, cosO', cosco, r)o ds' 

-+- 3'c(ds, ds', cosO, cosO', cosco, r ) o cosO 
-t- J' c'( ds, ds' , cosO, cosO', cosco, 7 ’) o cosO' 

-+- 3'd(ds, ds', cosO, cosô', cosco, /•) o cosco 
-r- 3'e(ds, ds', cosO, cosO', cosco, /•) o/\ 

4° Démontrons maintenant que la quantité 6 est indépendante 
de ds', tandis que les quantités <1/, a , c, cd , e, sont propor¬ 
tionnelles à ds'. 

Pour le démontrer, prenons un élément ds' = A 7 B 7 , dont les pa¬ 
ramètres caractéristiques sont 



et varient de 


J', ds', r, cosO, cosO', cosco 
oJ', ods', or, o cosO, ô cosO', o cosco; 


il fournit à 



un terme 


o;/ = J''|i(<r/A-, ds', cosO, cosO', cosco, r, ods) 

-+- a(ds, ds', cosO, cosO', cosco, r) oJ' 

-h 3' b (ds, ds', cosO, cosO', cosco, /•) o ds' 

-+- ds ', cosO, cosO', cosoj, r jocosO 

-+- J e’ ds, ds', cosO, cosO', cosco. r)o cosO' 
— 3 d{ ds, ds', cosO, cosO', cosco, /•) o cosco 
-+- J'ei ds, ds', cosO, cosO', cosco, r)or. 



suivi d’un autre élé- 
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ment ds. 




B'G', défini par les paramètres 


J,, ds[, ri, cosO,, cosOi, costo,, 


qui varient de 


oJi, 8 ds \, orj, ocosôi, ocosO'., 8 costo,. 


i 

Cet élément fournit à ^Sut/ un terme 


> f 

°H-i 





j; 


ds i, 

COS 


cos 

e;, 

cos 

toi, 

ri 

, o ds) 


a(ds, 

ds \, 

cos 


cos 

0 'i, 

cos 

<*> 1 , 

ri 

) sj; 

j; 

b(ds, 

ds\, 

cos 

Oi) 

cos 

9 ;, 

cos 

to,, 

r 1 

)’j ds\ 

j; 

c(ds, 

ds\, 

cos 

Oi, 

cos 

O'i, 

cos 

10 ,, 

n 

)o COS0, 

j; 

c'(ds, 

ds \, 

cos 

® 1 j 

cos 

«i, 

cos 

tO|, 

n 

)o COS0', 

j; 

d(ds, 

ds\, 

cos 

° 1 > 

cos 


cos 

to,, 

r 1 

)o costo. 

j; 

e(ds, 

ds [, 

cos 


cos 

Oi, 

cos 

to,, 

r. 

) Sr, . 


8r 


Les quantités r, et J' diffèrent infiniment peu de r et de J'. 
Admettons que cos9,, cos9', costo, diffèrent infiniment peu 
de cos9, cos9', costo; admettons aussi que oJ', 8cos9,, 3cos9', 
ô costo,, or,, diffèrent infiniment peu de oJ', ocos9, ocos9', 
ocoso), or. Nous aurons alors, en négligeant les infiniment petits 
d’ordre supérieur, 


ô (Jt.i = J' 'b(ds, ds'. j, cos0, cos0', costo, r, 3 ds) 

H- a(ds, ds i, cos0, cosO', costo, r) oJ f 
-+- J' b (ds, ds\, cos0, cos0', costo, r) o ds\ 
-I- i'c(ds, ds \, cos0, cosO r , costo, r) o cos0 
-i- J 'c'(ds, ds \, cos0, cos0', costo, r )3 cos0' 
-4- J'd(ds, ds\, cos0, cos0', costo, r) 8 costo 

ê 

-t- 3' e(ds, ds\, cosO, cos0', costo, r) or. 


Mais il est évident que l’on peut, sans altérer la valeur de 



regarder les deux éléments A'B' et B'C' comme formant un seul 
élément dont les paramètres caractéristiques sont 


J', ds'-hds\, r, cosO, cosO', costo, 


et subissent les variations 


SJ', 8 rfs'+ 8 , 3r, 8cos0, 3 cos 6', o costo 


III. 


D. 


6 
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Cet élément unique doit iournir à 2 op/ un terme op/’ ég 



a 


012 . 


/ 


Sa'. Or on a 


'N // 

OU 


J'&(cfa, ds'-f- ds\, cosO, cosO', costo, r, o ds) 

-h a(ds, ds '-h ds\, cosO, cosO', cosio, r) oJ' 

-t- }’ b(ds, ds’ - i- ds\ , cosO, cosO', costo, r)(o ds' -h o ds\) 
-I- J'c(i/s, <A'-f- c/^i, cosO, cosO', costo, r)ocosO 
-f- y c'{ds, ds - f- t&i, cosO, cosO', cosio, /-)o cosO' 

- J'd(ds, ds'-1 - <7si, cosO, cosO', cosio, r) o cosio 


t 


ou. 


nous 


-+- J' e(ds, ds'-h ds\, cosO, cosO', cosio, r) or. 

Les trois expressions obtenues pour Sp/, op.', op/- 
montrent que op/ est, comme nous L’avions annoncé, une fonction 
linéaire et homogène de ds' et de o ds' \ la quantité b est donc in¬ 
dépendante de ds', et les quantités <|q «, c, c\ d, e sont propor¬ 
tionnelles à ds'. Au lieu de l’égalité (5), nous pourrons écrire 


Q[X 


y ( ds , cosO, cosO', costo, r, o ds) J' ds 


ai(ds , cosO, cosO', costo, /’) ds r oJ' 

$(ds, cosO, cosO', costo, r)J'o ds r 
*((ds, cosO, cosO', costo, r)J' ds'o cosO 
ds, cosO, cos 0', cos to, r)J' ds ' ô cos 0' 
o(dsj cosO, cosO', costo, r)J' ds o costo 


( 6 ) 


/ 




t(ds, cosO, cosO', cosio, u)J' ds' or. 


i 

5° Montrons maintenant que 


y ds, cosO, cosO', cosio, r, o ds) 

est proportionnel à ods. 

Nous avons évidemment 

'x / 

OfJL = O, 

lorsque 

X J X ï I Xt/ x 

o ds - o, o ds — o, oJ — o, or — o, 

o cosO = o, o cosO' = o, o cosoj — o. 

l’ar conséquent, nous pouvons écrire 

y(ds, cosO, cosO', cosio, r, o ds) = ds, cosO, cosO', cosio, r, o ds )o i/a - , 
ç ne devenant lias infini pour 


o ds = o. 



y. ' r 
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Nous avons vu que \ 3p/ devait être une fonction linéair 


G Gt 


homogène des (6/i 


i) variations 


ods', 8J', o cos0, 8 cosO', 
o ds\, SJ i, o cos 0i. 8 cos O, 


O COSCO, 


'N 

o/’ 


SJj, ocosOj, 8 cosO \ j ocoswj, 8r i, 


• * 


• * M 


» « * 


* • ? 


f I • 


8 ds 


Il en résulte évidemment que la quantité 


{ds, cosO, cosO', cosco, r, 8 ds) J' ds' 


doit être indépendante de 3 ds , ce qui exige que l’on ait 


d (8 ds) 


£( ds , cosO, cos 0', cosco, r, 8 ds)ïds' = o. 


Cette somme, étendue aux n éléments ds' qui, avec l’élément 
ds, forment le système étudié, se décompose en un certain nombre 
d’intégrales étendues à des lignes le long desquelles J', cos0 et r 
varient d’une manière continue, tandis que cos, 0', cosco, varient 
d’une manière continue ou discontinue. 

L’égalité précédente exige donc que l’on ait 


d{8 ds) 


{ds, cosO, cosO', cosco, r, 8 ds) J' 


ds 


-, ®{ds, cosô, r, 3 ds, J'), 


cp étant une fonction uniforme de r, cos6 et J'. 

( /y 

Le premier nombre en dépendant par il doit en être de même 
du second; il en résulte évidemment que l’on a 


d (8 ds) 


%{ds, cosO, cosO', cosco, r, 8 ds) 


o. 


La quantité q ne dépend pas de 3 ds. Nous pouvons écrire sim¬ 


plement 


y {ds, cosO, cosO', cosco, r, 8 ds) 

= $'{ds, cosO, cosO', COSCO, 7 ’) 


Si nous reportons cette expression de dans légalité (6), 
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celle-ci devient 
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8(j.'= a ( ds , cos G, cosO', costo, r) ds' oJ' 

-+- [3 (ds, cosG, cosO', costo, r)J'o ds' 

- 4 - P' ( ds, cos6, cosO', costo, /*)J' ds 'o ds 
-h y ( ds, cosO, cosO', costo, ?')J'ds'o cosO 
- 4 - '{'(ds, cosO, cosO', costo, r)J'ds'o cosO' 

- 4 - o (ds, cosO, cosO', costo, r)J't/s'o costo 
_ 4 - $ (ds, cosO, cosO', costo, r)J'ds'or. 

6 ° Enfin nous allons prouver que la quantité ne dépend pas 
de ds, tandis que les quantités a, (Ü, y, y', 3, £ sont proportion¬ 
nelles à ds. 

Pour démontrer cette proposition, imaginons deux éléments rec¬ 
tilignes ds = AB et ds< = BC, se suivant de manière à former par 
leur ensemble un élément AG ds-^. Pour le premier de ces clé¬ 
ments, nous avons 

ojjl' = a (ds, cosO, cosO', costo, /•) ds'oi' 

•- 4 - p (ds, cosO, cosO', costo, r)J'3 ds' 

- 4 - $'(ds, cosO, cosO', costo, r)J'ds'ù ds 
- 4 - Y (ds, cosO, cosO', costo, r))'ds'o cosû 
- 4 - '('(ds, cosO, cosO', costo, c)J't/s'o cosO' 

- 4 - o (ds, cosO, cosO', costo, r)J’ds'o costo 
- 4 - e (ds, cosO, cosO', costo, /')J'cfc'o/\ 

Pour le second, nous avons 

ou., = et (ds i, cosO, cosO', costo, r) ds' oJ' 

- 4 - p (dsi, cosO, cosO', costo, r) J'o ds' 

-4- P'( dsi, cosO, cosO', cos to, r)i' ds' o ds i 
- 4 - y (ds i, cosO, cosO', costo, r)J' ds'o cosO' 

-+- y'( ds i, cosO, cosO', costo, r)i'ds'à cosO' 

-r- o (dsi, cosO, cosO', cosoj, /’ ^J'ds 'o costo 
-i- s (ds i, cosO, cosO', costo, /•) 3'ds'or. 

l’our l’élément d$. 2 , nous avons 

f/s 2 = ds -+- dsi, 



o ds 2 = o t/s 4- o ds i 
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et, par conséquent, 

Sjjig = a (ds 4- dsi, cos9, cosG', cosw, r ) ds' 8J' 

-4- j3 (ds -H ds i} cos9, cosô', cosw, r) J'3 ds' 

4- [3'(f/s -+- d$t, cosO, cosQ', cosw, r)J' ds'(o ds -+- 8 ds i ) 
(is + f/si, cos9, cos6', cosw, r)J'f/s'8 cos9 
-+- Y (ds h- ds\, cosO, cosO', cosw, r) J'f/s'3 cosO' 

4- 8 (ds 4- ds^ cosO, cosO', cosw, r)J'ds'o cosw 
.H- s (ds 4- dsi , cosO, cosô', cosw, r)Y ds'or. 


La quantité d’électricité mise en mouvement par l’induction, 
dans chacun des éléments AB, BG, AC, est la même. 

On a donc 


et, par conséquent, 



Il résulte alors des expressions données par op 7 , op', op^, que 

Sut/ est une fonction linéaire et homogène de ds et de o ds. 

)e là on déduit en premier lieu que a, (3, y, y', ô, £ sont pro¬ 
portionnels à ds \ en second lieu que 




ne dépend pas de ds. On eh déduit aisément, par un raisonnement 
analogue à celui que nous avons fait tout à l’heure, que (3 7 ne dé¬ 
pend pas de ds. 

Posons désormais 


a (, ds , cosO, cosO', cosw, r) = <f> (r, cosO, cosO', cosw) ds, 
P ( ds , cosO, cosO', cosw, r) = W ( r, cosO, cosO , cosw) ds, 
£'(<&, cosO, cosO', cosw, r) = W'(r, cosO, cosO', cosw), 

Y ( ds , cosO, cosO', cosw, r) = 0 (r'cosO, cosO', cosw) ds , 
Y(ds, cosO, cosô', cosw, r ) = ©'(>’, cosO, cosO', cosw) f/s, 
8 (f/s, cosO, cosô', cosw, r) = Q (/’, cosO, cosO', cosw) ds, 
e (f/s, cosô, cosô', cosw, r ) = R (r, cosO, cosô', cosw) f/s, 
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et nous pourrons écrire, au lieu de l’équation (i • >), 

og' = <ï> oJ 'ds ds'+'PJ'ds 8 ds'-hW'i'ds'o ds 

-j- ( R o/* -+- 0 6 cos 0 -+- &' o cos 0' -+- il o cos oj )J' ds ds'. 

y 0 Une nouvelle proposition, bien aisée à établir, est celle-ci : 

Les deux quantités O et sont égales entre elles* 

Pour le démontrer, envisageons un élément A'B' traversé par un 
courant d’intensité infiniment petite j 1 . Envisageons une modifica¬ 
tion dans laquelle cet élément, sans changer de place ni d’orienta¬ 
tion, s’allonge cle manière à devenir A'B'L On a alors 



B'B" = ods'. 


Supposons que l’intensité j' demeure invariable, ainsi que la 
longueur et la position de l’élément ds. JNous aurons alors 




o, 


or 


o. 


o cosO 


o 


y 


o cosO' = o 


y 


O COSO.) 


O 


y 


o ds 


o 


et, par 



o jjl' — M r j'ds o ds' 



is nous pouvons évidemment concevoir d’une autre manière 
la modification dont le système est le siège; nous pouvons regar¬ 
der ce système comme renfermant deux éléments: l’un A'B', dont 
tous les paramètres caractéristiques demeureht invariables, l’autre 
IV B", de longueur o ds, traversé par un courant d’intensité o, au 
commencement de la modification infiniment petite et d’intensité 
j' à la fin. C etle nouve lie manière de concevoir la modification 
dont le système est le siège a pour effet de remplacer, dans 



oa 


/ 


5 


1 


e 




1 par le terme 


8 g" = <!> ds o ds j. 



a ciuan 




< 


I 



op/ ne doit pas dépendre de la manière 
ont on conçoit celle modification infiniment petite. < n doit donc 
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Ce résultat obtenu, nous pouvons remplacer l’égalité (8) parla 
suivante 

® ds o(J'rfs') -+- W'J'rfs'o ds 

-i- (R 3/’ + 0 o cosO -+- 0'o cosO'-h Q o costo) J 'ds ds 1 . 

8 ° Parmi les conducteurs que renferme le système, supposons 
qu il existe un conducteur fermé C^, dont nous désignerons les 
éléments par ds", ds" n ds" 2 , .... Les autres éléments du système 
seront désignés par ds "', ds [, ds[, .... 

Nous aurons alors 

ff i > fft 

0 J JL H- > 0 [JL . 




Nous supposerons le conducteur fermé G" traversé par un cou¬ 
rant d’intensité J", uniforme et constant, en sorte que nous au¬ 
rons 



Sur le conducteur C" ou A'M'B'N' ( Jig . 25), considérons un 
arc A'M/B', le long duquel ne se trouve aucun point anguleux, en 

Fig. 25. 



sorte que, le long de cet arc, r, cos9, cos9 v , cosio seront des fonc¬ 
tions de s" continues et admettant des dérivées. 

Partageons cet arc en éléments 


A'A" 


ds" 


M'M" = ds" 


J 


* • 


7 


B"B' = ds" 


Nous supposerons une modification ainsi définie : 

L’élément A'A!', sans changer de position ni d’orientation, s al¬ 
longe d’une quantité A!'A"'— ou , en sorte que 1 on a 


oJï 


O 


3 


o ds\ 


ÙU, O/’i 


o, ocos6x = o, ocosO'i 


o 


? 


Ù COSCÜJ 


o. 
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Les autres éléments de l’arc A ,/ M , B ff , tels que M 7 M ff , s’avancent 
simplement d’une longueur ou sur l’arc s ", en sorte que, pour 


eux, on a 


SJ" 

ods" 


O 


J 


O 


} 


, àr „ 
or - —.ou, 


S cosô 


ds 


dcosô * 

~~dZ~ °“’ 


8 cos 6" 


o coso) 


d cos 6" 
ds" 

à cos (o 
ds" 


5 * 

ou 


î 


<> 

ou 


L’élément B"B ; , sans changer de position ni d’orientation, se 


raccourcit d’une longueur B"B v/ = ou. Pour cet élément, on a 


oJl 


O 


? 


0 



tf 


<\ 

ou 


î 


ÛT9 


O 


J 


0 cosô 


O, 


8 cos ôj 


O 


J 


C COS (Jt>2 


O. 


Enfin les éléments du circuit C" situés sur l’arc B'N'A' demeu¬ 
rent invariables. 


Quant à l’élément ds , il garde une longueur invariable, en sorte 


que 


l’on a 


8 ds 


o. 


Formons 



/ 

0 |Jt 



tf 

0[JL 


2 >* 


Pour l’élément A'A", nous avons 


8fj.j , cos (fi, cosô,, costü!) J" ds ou 


Pour l’élément B" B', nous avons 


«N // 

OU, 


cosô 2 , cosO'i, costo 2 ) J" ds ou. , 


Pour tout autre élément M'M" de l’arc A'M'B', nous avons 


^ U 

ou 


R 


dr 

ds" 



0 


d cosO 


ds 


if 


& 


if 


d cosô 1 
~ds" 


tf 


-h il 


d cos (v 
ds" 


J" ds ds 


tf % 

ou. 


Enfin, pour tout élément de l’arc B'N'A', nous avons 


ff 

ou 


O. 


i 
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Nous avons donc 




f 


[«£(>!, COS 0 j, COSQ'I, COSIüi) — <ï>(/’ 2 , COS63, COS 0 'b COSU>i J" ds 


'N 

ou 


Y ds du 


f ( 

^A'M'B' \ 


R 


dr 

ds" 



0 


d cos 0 
~~ds" ' 



0 " 


d cos 0" 
ds" 



d cos oj . , „ 

Q_ ) ris 

ds" 



2 d > 


ttf 


Mais il est évident que le système du courant et de l’élé¬ 
ment ds subit une modification qui ne change en rien sa défi¬ 
nition électrodynamique et, par conséquent, qu’aucune induction 
ne doit se produire dans l’élément ds par le conducteur C ff . On 
doit donc avoir 



O [JL 


' = 2 ^ 


Ut 


? 


ou 


bien 


/ ( 

«'A'M'B' \ 


R 


dr 

d? 



„ d cos0 d cos 0' 

0 —-=-h 0' - 


ds" 


ds" 



a à c °r | <*■ 

as 


Cette 


*(/■», cos 02j cos ôj, cos u>2 ) — <£(ri, cosOj, cosO'J, COSIO, ). 

qui doit avoir lieu pour un arc A'M'B' quel¬ 


conque, ne présentant pas de point angulaire, donne 


r=£, 


0 


dr 


t)<ï> 

à cos0 


, d <ï> 

0 =-, 

d cos0' 

<)<!• 

Q ir -, 

d cosoj 


On 


a 


donc 


(io) 


£ T 

ÔJJL 


V'J'tfs'8 ds + QdsMYds') 



/â& j, 

dr 


d& 



d cosO 


o COS 0 


d<ï> 



d cos0' 


o cosO' 


d<P 



à cosu) 


o coso» ) J 1 ds ds\ 


ou, plus brièvement, 


(io bis) 


r\ f 

ou 


W'J'ds’Sds-hdsB^PJ'ds') 
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menl diminue d'une longueur ou au point A, de façon que ce 
point vienne en A t . Si l’élément ds' demeure immobile et si «T 
demeure constant, on aura 


> t 

0[JL “ 


W J' ds ou. 


Supposons que le même élément s’allonge d’une longueur bu 
au point B, de façon que ce point vienne en B,. On aura 


r Vi 


W f J f ds ou 
àW f dr 


àW' d cos0 


dW dcosO' 


à x Y dcosa) 


dr ds 


d cosO 


ds 


à cosO' 


ds 



d cos to 


ds 


J' ds ds' 


La première modification transporte de A en B une cpiantité 
’éleclricilé o^, et la seconde une quantité d’électricité 


On 


a 


R ds 



2 f 

0|Jl 


? 


R ds Oi Vj • 


Si les deux modifications ont lieu simultanément, l’induction 
transportera de A en B, dans l’élément ds, une quantité d’élec- 


* * 


tricilé 


S 2 ^=: 


Mai s cette quantité doit évidemment être la même que si l’élé¬ 
ment AB, sans varier de longueur, s’était transporté de AB en 
A, B i, en se déplaçant d’une longueur ou dans sa propre direction. 
On a donc 


R ds 8 2 3 



f 

0[JL 2 


avec 


> / 


d <ï> dr 


à<P écosQ 


à<i> écosO' 


à<P d coso) 


dr ds 



d cosO ds 



J' ds ds* ou. 


d cosO' ds 



à cos to ds 


Les diverses égalités que nous venons d’obtenir nous donnent 


V.I 



J' 


/'cM> dr 

oM> 

d cosO 

| 


0 cos 0' 

£)4> 

ô cos co 

■ v 0 r Os 

0 cosO 

ds 

0 cosO' 

Os 

j - 

0 costo 

ds 

/OW Or 

1 A 

c) v i' 

d cosO 

j 

cW 

d cos 0' 

0W 

f 

d cos co 

l 6 ^' ds 

d cosO 

Os 

0 cosO' 

ds 

0 costo 

ds 


ds' 


ds' 


8 u. 
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ou bien 



J s< 



W) ds' = o. 


Supposons que les éléments ds 1 forment un conducteur li- 

/• et J' sont seuls assujettis à varier d’une 


néaire le long 



manière continue. Quelle que soit la forme de ce conducteur, on 


devra avoir 


—^F) ds'= o 




ce qui exige que l’on ait 




W )ds 


d 


ds 


-, G (J', r ), 


G pouvant en outre dépendre de cosQ et de 


d cosO 


ds 


dr 


Le premier membre ne renfermant pas le second ne doit 


pas non plus renfermer cette quantité. Il est aisé de conclure de 
là que l’on doit avoir 


à 

ds 




V) 


o 


ou bien 


<ï> 


W 



G. 


Considérons un circuit C 7 et un élément ds, C / étant traversé 
par un courant constamment uniforme dont l’intensité varie de J' 


à J 


/ 


SJ'. On a 



f 

0 JJL 


ds oJ' / ds'. 



Si le circuit C' est infiniment éloigné de ds, on doit avoir 



«\ t 

0 {JL 


O 


Donc, dans ce cas, 


<ï> ds' — 0 


Imaginons maintenant l’intensité invariable dans C', mais ds 


variant de 0 ds. On a 


V 8p'= 0 


ds f W ds'. 



J 



92 


LIVRE XIII. 


l’inductiox électrodynamique. 


Si C' est infiniment éloigné de ds, on doit avoir 



2 ûp - O 

et, par conséquent, 

ids' — 0. 

Mais 

fj 

(y 

^ <ï> ds — fw ds'-\- C J ds r 

On a donc, ou 

i 

0 

Jl 

» 

ce qui est impossi 

d 

II 

O 

0 

c’est-à-dire 




Reportons ce résultat dans l’égalité (10), et nous trouvons 


enfi 


n 


i 

0[J. 


<i> o( J' ds ds 1 ) 


d<t> 

dr 


<N 

or 


d<t> 


d cos 6 


o COS0 


<)<*> 


d cosO 


7 o cosô' 


ê<ï> 



d costo 


o COS 10 IJ'* 


ou, plus brièvement, 


(la) 8 p.' = 8 ( 4 » J' ds ds'). 

Arrêtons-nous un instant à ce résultat. 

Il nous montre, en premier lieu, que la détermination de la loi 
de l’induction est ramenée à la détermination d’une seule fonction 

de r, cos 9 , cos 9 ', cosw. 

En second lieu, l’égalité (12) permet d’écrire 

R ds = 0 ( J' ds' 



Imaginons une modification durant laquelle la résistance 


P 


R ds 


de l’élément ds demeure invariable ; cette modification met en 


mouvement, 
l’on a 
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Nous voyons donc que, dans une modification quelconque 
d'un système de courants, Vinduction met en mouvement, clans 
un élément de résistance donnée et invariable , une quantité 
d’électricité qui dépend uniquement de l’état initial et de 
l’état final du système formé par l’élément et par les cou¬ 
rants. 

Cette proposition, admise comme hypothèse fondamentale dans 
le cas d’une modification infiniment petite, est ainsi démontrée 
pour une modification quelconque. Cette proposition joue le 
rôle d’hypothèse fondamentale dans la théorie deF.-E. Neumann, 
et dans la plupart des autres théories de l’induction électrodyna¬ 
mique. 

Nous allons chercher, dans ce qui va suivre, à déterminer la 
forme de la fonction <ï>. 
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CHAPITRE II. 

LA LOI ÉLÉMENTAIRE DE L’INDUCTION DANS LES CIRCUITS LINÉAIRES 
(suite). — DÉTERMINATION DE LA FONCTION <!>(/', cosô, cos6', cosw). 


Venons maintenant aux propositions qui nous permettront de 
déterminer la fonction <!>(/', cos 9 , cos 9 ', cosw). 

Si nous désignons par C ds la force électromotrice d’induction 
qui agit dans l’élément ds, nous aurons, par définition, 

C ds dt — R ds oQ, 

dl étant le temps pendant lequel la charge oQ est mise en mouve¬ 
ment. Cette égalité peut encore s’écrire 




(12) du Chapitre I, on peut encore écrire 


Si nous posons 


C ds dt — ^ 0 ( <I> J ' ds ds' ) 
e ds dl — 0 ( <ï> J 'ds ds'). 


nous aurons 



la somme s’étendant à tous les éléments ds' du système. 


I 


1 quantité C est ce que nous appellerons la force électromo¬ 



trice totale d'induction en un point de l'élément 

e sera la force électromotrice élémentaire d'induction en peu 



drée en un point de Vélément ds par l'élément 
Cette définit ion posée, nous allons, pour pousser 
1 léterminalion de la fonction <ï>, envisager un système de conduc- 




t h 
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teurs linéaires fermés C, G', G", -Nous supposerons ces con¬ 

ducteurs invariables de forme et de position. Nous supposerons, 
en outre, qu ils sont traversés par des courants qui varient tout en 
demeurant uniformes, en sorte cju’à l’instant t ces courants ont 
pour intensités J, J', J' 7 , ... et qu’à l’instant t + dt ils ont pour 


intensités J 


cü 

dt 


dt, J' 



dr 

dt 


dt , J 


fl 


CÜ 


t! 



dt 


dl 

ut/ o j • * * * 


Dans ce cas, on aura 


e dt 


ù{<s>yds') 


dY 

<ï> ~ ds' dt 

dt 


Par conséquent, la force électromotrice d’induction en un point 
du circuit C aura pour valeur 


P 

U 


cü_ 

dt 





<i>ds 



c 


dV_ 

dt 



ds* 



c 


dY 

dt 


<ï> cls" 


\ * * * 




C" 


et la force électromotrice totale d’induction dans le circuit C aura 
pour valeur 


H 


dJ 

dt 



ds ds i 


— f f 

dt „ / c J c . 


<ï> ds' ds -t- 


dr 

dt 



ds" ds 


C" 


Il faut évidemment que ces deux quantités soient finies, quelles 

* * i a 1 * cU cl J /-\ 

que soient les valeurs limes prises par —, —rr, — T —, .... Un ar 


dt dt' 


dt 


rive donc immédiatement à ces conséquences 


1 


0 U intégrale 


f ds, 


étendue ci un contour fermé quelconque, est finie quelle que 
soit la position de l’élément ds auquel elle se rapporte; 


2 ° L’intégrale 


n 


'i> cls ds' 


étendue soit deux fois au même circuit fermé de dimensions 
finies, soit et deux circuits fermés de dimensions finies, situés 
à des distances finies, doit avoir une valeur finie. 

Soit maintenant G ' un circuit inducteur immobile parcouru par 
un courant que nous ne supposerons plus uniforme. Dans 1 ele- 
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ment ds du circuit immobile C, la force 


tion a pour valeur 





électromotrice d’induc- 


Cette force doit évidemment être de l’ordre de ds , quelles que 
soient les positions de l’élément ds et du circuit C'. La somme 



doit donc être finie, quels que soient les deux circuits C et C'. 
Cette somme peut encore s’écrire 



— est une quantité arbitraire variable d’une manière continue le 

C 4/ Lf 

long du contour C'; la quantité précédente ne peut être finie que 
moyennant la proposition suivante : 

U intégrale 



est finie, quelque soit le contour C et quelle que soit la position 
de U élément ds' auquel elle se rapporte. 

A ces propositions, nous ajouterons les deux suivantes : 

i° La fonction $ change de signe, sans changer de gran¬ 
deur, lorsque Von renverse le sens de l'élément ds sans rien 
changer au sens de Vélément ds'. 

O 

2 ° La fonction <ï> change de signe, sans changer de gran¬ 
deur, lorsque Von renverse le sens de Vélément ds' sans rien 
changer au sens de l’élément ds. 


Pour démontrer la première proposition, considérons l’élément 


\B 


ds, et soit tout d’abord AB le sens 


itif de cet élé 



t 


Considérons une modification élémentaire dans laquelle les élé¬ 


ments ds, ds', ds", ... qui forment le système demeurent inva- 
riabl es de forme et de position, tandis que les intensités J 7 , Y, ... 
des courants qui traversent cls', ds" , ... varient de o.L, 8J ff , .... Si 
R ds est la résistance de l’élément ds, l’induction transporte dans 
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le sens positif de cet élément, c est-ci-dire de A vers B, une quan 
tité d’électricité BQ donnée par 

R 8Q = 4>' ds' 8J'h- <t>"ds" 8J" 4 -_ 

Si BQ est la quantité d’électricité transportée par l’induction 
dans l’élément ds de A vers B, on peut aussi bien dire que l’in¬ 
duction transporte dans l’élément ds, de B vers A, une quantité 
d’électricité — BQ. Si donc on change le sens de l’élément ds, la 
quantité d’électricité transportée par l’induction aura pour va¬ 
leur — BQ. 

D’autre part, si I on maintient invariable le sens des éléments 
ds', ds", ..., SJ', BJ f/ , ... conserveront leur grandeur et leur signe. 
On aura donc 

— R 8Q = 4>; ds'SJ'4- ds" 8J"4-..., 

<ï>', , ... désignant ce que deviennent ... lorsqu’on change 

le sens de l’élément ds sans changer le sens des éléments ds', 
ds", .... 

L’égalité 

| 

«t>W8J'4- <*»" ds" 3J"4-... = — ($; ds'8J'4- ds" 8J ff 4-...) 

doit donc avoir lieu quels que soient oj 7 , àJ", ..., ce qui entraîne 
les égalités 

4 >" = — $'(, 


et démontre la proposition énoncée. 

Pour démontrer que change de signe sans changer de valeur 
absolue lorsqu’on renverse le sens dé l’élément ds 1 sans changer 
le sens de l’élément ds, nous considérerons un élément A'B' qui 
demeure îmobile, ainsi que l’element ds, et quin est, a aucun mo¬ 
ment, parcouru par un courant. Nous avons, pour cet element, 

J'=o, 8J'=o 


et, partant 


t 


8 


U 


l 


O. 


Mais nous pouvons évidemment, sans changer la quantité d e- 
lectricité déplacée dans l’élément ds par l’induction, regarder cet 
élément comme la juxtaposition de deux éléments AjB^, AgBj,, 


D. 


III. 


7 
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le premier parcouru de Aj vers B t par un courant dont 1 intensité 
varie de J' à J'+ SJ'; le second parcouru de B 2 vers A' 2 par un cou¬ 


rant dont l’intensité varie aussi de J' à J' 
Le premier fournit à Sjji' un terme 



SJ 


t 


Sjjt/j = «t>j oJ'<& ds'. 


Dans l’évaluation de l’élément ds' est supposé dirigé de A', 
vers B'. 

Le second fournit à Z Bp/un terme 


S(jl 2 = 4>' 2 BJ'afo ds'. 

Dans l’évaluation de <ï> 2 , l’élément ds' est supposé dirigé de B' 
vers A 2 . 

On voit donc que l’on a 

4»; -i- 4>' 2 = o, 

ce qui démontre la proposition énoncée. 

Désignons par 

(ds, A'B') 

l’intégrale 

ds J 4» ds', 

J A'B' 

étendue à tous les éléments ds' d’une ligne fermée ou ouverte A'B'. 

Soit A'M'B'N' le circuit inducteur C' et AB l’élément in¬ 
duit ds. 

Nous avons évidemment 

(ds, G') = (ds, AM'B')-t-(cfr, B'N'A'). 

D’autre part, la fonction $ changeant de signe sans changer de 

B 

valeur lorsqu’on renverse le sens de l’élément ds, on voit sans 
peine que l’on a l’identité 

o =(ds, B'P'A !)+(ds, A'P'B'). 

On a donc 

(ds, G')= (ds, A M'B')-+-(*, B'P'A') 

+ (ds, A'P'B') -+-( ds, B'N'A') 


ou Lien 


(ds, G ') = (ds, A'M'B'P'A')-t-(cfc, B'P'A'N'B'). 
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Ainsi, si, par une ligne auxiliaire joignant deux points du 


/ 


deux autres cir¬ 


cuits partiels T T', parcourus dans le même sens que lui, on 
aura, quel que soit Vélément ds, 


(ds, C') = (ds, r')-t -(ds, r;). 


On peut répéter la même opération sur chacun des deux cir¬ 
cuits T', T' ; puis sur chacun des quatre circuits ainsi obtenus et 
ainsi de suite indéfiniment. On arrive alors à la proposition sui¬ 
vante : 

Par le circuit CI, on jait passer une surface à deux côtés; 
par deux systèmes de lignes, on décompose cette surface en 
éléments dont les contours sont des circuits infiniment petits y', 
y', y', que Von suppose tous parcourus dans le même 

sens que le circuit CI . On a, quelle que soit la position de Vélé¬ 
ment ds, 


( ds, G ) — ( ds, y ) —1~ ( ds, y , ) ■+■ ( ds, y j ) ~• • • • 


Nous avons vu, il y a un instant, que l’intégrale 


(ds, Cj 

devait être de l’ordre de ds quels que soient l’élément ds et le 
circuit fermé et fini C'. Il est aisé d’en conclure que les inté¬ 
grales 


(ds, y')» ( ds > ï'i )> (*) Ta)> 


• * 


doivent être respectivement du même ordre que les produits 

( ds, g ), ( ds, T, ), ( ds, ^2 )> ■ ■ ■ > 

0 -', cr', <y' 2 , ... étant les aires embrassées par les circuits élémen¬ 
taires y', y', y!,, . . ., sur la surface qui passe par le contour C'. 
Nous arrivons donc ainsi à la proposition suivante ; 


L’intégrale 


j' <ï> ds', 


étendue à un circuit plan infiniment petit quelconque, doit 
être, quelle que soit la position de Vélément auquel elle se 


i 
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rapporte, un infiniment petit du second ordre, lorsque 



est un infiniment petit du premier ordre. 

En nous appuyant sur ce fait que la fonction <t> change de signe, 
sans changer de valeur, lorsqu’on renverse le sens de l’élément ds, 
et en raisonnant comme nous l’avons fait tout à l’heure, nous dé¬ 
montrerons celte proposition : 

Par le contour C, on fait passer une surface à deux côtés. 
Par deux systèmes de lignes , on découpe cette surface en élé¬ 
ments dont les contours forment des circuits infiniment petits 
y, y,v 2) que l’on suppose tous décrits dans le même sens 
que le contour C. On a, quels que soient le contour C et l’élé¬ 
ment ds, 

(C, cls') — ('(, ds 1 )- h(yi, ds 1 )- 1-(y?» ds')-±- - 

Nous avons vu que l’intégrale 

(C, ds') 


devait être finie quels que soient l’élément cls' et le contour fini G 
auquel elle se rapporte. On parvient donc sans peine à la propo¬ 
sition suivante : 



étendue à un contour fermé, plan, infiniment petit, est un 
infiniment petit du second ordre, lorsque 



est un infiniment petit du premier ordre. 

Les propositions précédentes fournissent la forme générale de la 
fonction <I>, au moyen du théorème de M. J. Bertrand (Introduc¬ 
tion, Cliap. 1, § 3). 

La fonction ( I J est une fonction de r, cosO, cosQ', cosw, 

<1» = » (r, cosO, cosO', costü). 


i 
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tion permettent d écrire 


(4) 


4> = F 


, , , dx dy dz dx' dy' dz' 


Nous venons de voir que l’intégrale 


xj, , , , , dx dy dz dx' dy' dz' 

Fl Ts , g-. -T’ d7’ dî 


ds 


devait être un infiniment petit du second ordre, lorsque 


ds 


est un infiniment petit du premier ordre. 
Il faut et il suffit pour cela que l’on ait 


4> = P 


dx 

ds 



Q 


dy 

ds 


R 


dz 
ds ’ 


P, Q, R étant indépendante de 

En s’appuyant sur cette proposition que 


4» ds' 


d oit être un infiniment petit du second ordre lorsque 

fds 

infiniment petit du premier ordre, on démontrerait de 

i ^ t * • 


st un 


même que l’on doit avoir 


4> 


P' 


dx' 

ds' 



Q 


,dy' 

ds' 



R' 


dz' 


P', Q', .R' étant indépendants de ^> ^r* étant linéaire et 


homogène en et aussi linéaire et homogène en 

W dz' 


ds’ ’ ds 


7 , doit être forcément de la forme 


4» 


Aj 


(0 


A 



A 


31 


dx dx' 
1 ds ds' 

dy dx' 
ds ds' 

dz dx' 
ds ds' 



A 


12 


21 



A 


22 



A 


32 


dx dy' 
ds ds' 

dy d/ 

ds ds' 

dz dy' 
ds ds' 



A 


13 



A 


23 


A 


dx dz' 
ds ds' 

dy dz' 
ds ds' 

dz dz' 


33 


ds ds' 
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les neuf fonctions 

Au, A12, A13, 

A 2 i, A 22 , A 2 3, 

A 31 , A 32 , A 33 

ne dépendant que des coordonnées x, y, z d’un point de l’élé¬ 
ment ds et des coordonnées x 7 , y 7 , z' d’un point de l’élément ds'. 

Le résultat exprimé par l’égalité ( 1 ) conduit sans peine à la pro¬ 
position suivante : 

Considérons deux éléments AB, A 7 B 7 . Par le point A, faisons 
passer trois axes rectangulaires quelconques, Ax, A y, A z. Par le 
point A', faisons passer trois axes, respectivement parallèles aux 
précédents AV, A 'y', AV. Soient AB,, AB,, AB 3 les projections 
de l’élément AB sur les axes Ax, A y, A z. Soient A 7 B', A 7 B' 2 , 
A'B'j les projections de l’élément A 7 B 7 sur les trois axes AV, 
AV, AV. La fonction cls ds' relative au système des deux 

lements I ^ ^ ^ ' est égale à la somme des fonctions ^dvd'y' 
relatives aux divers systèmes que Von obtient en groupant de 
toutes les manières possibles un des éléments AB,, AB,, AB 3 
avec un des éléments A 7 B', A 7 B',, A 7 Bj,. 

Ce premier résultat obtenu, établissons deux lemmes : 


Lemme I. — Considérons deux éléments AB, A 7 B', dont 
1 un, AB, est situe suivant la droite AA 7 , tandis que l’autre lui est 
normal. Lorsque nous ferons tourner ce système autour de la 
dioite AA, la situation relative des deux éléments ne changera 
pas, il en sera donc de meme de la fonction Donnons au sys¬ 
tème une rotation d’une demi-circonférence. Le résultat obtenu 
scia le meme que si 1 on avait conservé l’élément AB et renversé 
le sens de 1 élément A 7 B 7 . Or une semblable opération doit clian- 

la fonction O. Donc la fonction <ï> relative au 
système de nos deux éléments ne change pas de valeur en chan¬ 
geant de signe, ce qui exige qu’elle soit é 


ger le signe de 



e a o. 


Lemme IL — Considérons deux éléments AB, A 7 B 7 , tous deux 
normaux à la droite AA 7 et normaux entre eux. Nous avons pour 
le système de ces deux éléments 



0 


■2 


2 


2 
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Conservons l’élément AB et remplaçons l’élément A'B' par un 
élément identique, mais de sens contraire, A' B',. Nous aurons 
encore, pour le système de ces deux éléments, 




Si nous observons que la fonction $ est, par hypothèse, une 
fonction uniforme des paramètres 

r, 0, 0', a), 


nous voyons que l’on doit avoir 

<ï>(AB, A'B') = (AB, A', B, ). 

Mais la fonction <ï> relative au système de deux éléments change 
de signe, sans changer de valeur, lorsqu’on renverse le sens d’un 
des deux éléments. On doit donc aussi avoir 


<ï>( AB, A'B') 


<ï>(ab, a; b;). 


Ces deux égalités ne sont compatibles que si l’on a 


:<ï>(AB, A'B' 


o 


4 

Ainsi la fonction est égale à o pour deux éléments perpendicu - 

laires entre eux et à la droite qui les joint. 

On remarquera que la démonstration du premier lemme sup¬ 
pose seulement que la fonction est definie pai la situation iela*- 
tive des deux éléments AB, A'B'; tandis que la démonstialion du 
second lemme suppose la fonction $ définie d une manière uni¬ 


forme 


r, 0 , 0 ', 


ü) 


Nous avons vu que cette dernière hypothèse revenait à supposer 
équivalents le système formé par l’élément AB avec l’élément A' B' 
et le système formé par l’élément AB avec 1 élément AB,, symé - 

trique de A'B' par rapport au plan BAA'. 

Ces deux lemmes démontrés, considérons deux éléments , 


AB 


ds, A'B' 


(fig 


Pour direction des axes A#, A!x', prenons la direction AA . 

- 1 1 * Ai/ 


BAA 


JL À 4 f 

prenons-la pour direction des axes As, A z . 
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Menons une normale au plan BAA' du côté de ce plan où se 
trouve l’élément A'B'. Prenons-la pour la direction des axes A .y, 

AV. 

Fig. 26. 



Nous aurons évidemment 


AB 1 = 

= ds cos G, 

A'b; = 

co 

11 

cosG', 

AB 2 = 

= 0, 

A'B' = 

- cls 

sin G' cose, 

ab 3 = 

= ds sinG, 

A'B' 3 = 

<0 

11 

sin G' sin e, 


l’angle s étant défini comme au Chapitre I de l’Introduction. 
D’après le premier lemme, nous aurons 

AB,, A'Bj ) = o, 

4»(AB 1 ,A'B' 3 ) = o, 

«t>(AB 3; a'b;) = 0 . 

D’après le second lemme, nous aurons 

4>(AB 3 ) B'B' 2 ) = 0 . 

La proposition énoncée avant la démonstration de ces lemmes 
nous donne donc 

<P( AB, A'B') ds ds = <ï> (ABj, A; B^ABt. Â 7 ^ 

-+- $(AB 3 , A'B'j)ÀB l. A'B ' 3 

ou bien 

<i>(AB, A'B') = ^(ABi, A'B'JcosG cosG'-h 4-(AB 3 , A'B' 3 ) sinG sinG'coss. 

La situation relative de deux éléments dirigés suivant la même 

ligne, comme les éléments ABj, A'B', dépend uniquement de la 

longueur de chacun de ces éléments et de la distance AA 1 . On 
peut donc poser 

*(AB 1} A'Bi) = F(r). 

La situation relative de deux éléments parallèles, de même 
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sensj 6l perpendiculaires a la droite qui les jointe corn nie les élé¬ 
ments AB 3 , AB' 3 , dépend uniquement de la longueur de chacun 
de ces éléments et de la distance AA'. On peut donc poser 

*(ÀB 3 ,A'BS) = *(r). 

On a ainsi 

1 

^ (ds 7 cls') = F(r) cosO cosO' + g( r ) sin6 sinO' cos s. 

Éiais on a egalement [^Introduction, Chap. I, égalité (8)], 

sin6 sin6' cose = cost*) — cosO cos6'. 

Si donc on pose 

/(/•) = F(r) — g(r), 

on aura 

( 2 ) $ —f( r ) cosQ cos9'-i- g(r) coso>. 

Dès lors, on voit que les hypothèses faites au Chapitre précé¬ 
dent conduisent à l’expression suivante pour la force électromo¬ 
trice élémentaire d’induction 

e ds ds'dt — 0 j J , [,/( r ) cosô cosô'-t- g(r) cosw] ds ds' J, 

9 

expression qui ne dépend plus que des deux fonctions inconnues 
/(r) et g(r ) de la distance r. 
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CHAPITRE III. 

LOI ÉLÉMENTAIRE DE L’INDUCTION (suite). — DÉTERMINATION 

DES FONCTIONS /(r) ET g(r). 


La quantité <ï> est déterminée [Chap. Il, égalité ( 2 )] par l’éga¬ 
lité 

< ï> = /(/•) cosO cosO'-i- ^(u) COS (O. 

Il s’agit maintenant de déterminer la forme des deux fonctions 
/(r) et g(r). 

Pour cela, considérons un circuit réalisable quelconque auquel 
appartient l’élément ds '. Supposons que l’élément ds et que ce 
circuit demeurent immobiles, mais que l’intensité du courant qui 
parcourt ce circuit subisse des variations quelconques. Soit £ la 
force électromotrice d’induction engendrée par ce circuit dans 
l'élément ds. Nous aurons 



| 


l’intégrale s’étendant au circuit considéré. 

oJ' est une fonction uniforme des coordonnées de l’élément ds'. 
Nous pouvons supposer qu’on ait défini une quantité W(x,y, z) 


qui soit dans tout l’espace fonction continue et uniforme de x , 

y , * qui égale à o aux deux extrémités du conducteur, 
m celui-ci est ouvert. Nous pourrons ensuite, désignant pâr s une 
constante infiniment petite, prendre 



iy=zH(x',ÿ,z'), 

z' étant les coordonnées d’un point ds '. 
a [Introduction, Chap. I, égalités (3) et (4)], 



désignant 


CHAP. III. 


/( 


6 


107 


par a?, y, s les coordonnées d’un point de l’élément ds , 


COS O) 




cosO 


X 


t 


cosO' 


X 


V 


dx' 

1 

4y 

dy 


dz 

dz' 


ds' 


ds 

ds' 


ds 

\ds 7 ’ 


x 

dx 


y- 

z 

dy 

z — z 

dz 


ds 


r 


ds 

r 

ds ’ 

* X 

dx' 

1 ”" 

y- 

■y 

dy 

z r — z 

1 - 

dz' 


ds' 


r 


ds' 

—JT 

r 

ds' 


Ces égalités nous permettent d’écrire 


Cdt 


dx 

ds 


ds S y ' ' z ^ 


/('•) 


f(r) 



/(>') 



10 




e&yH(^' ( y, 3') 


/(<•) 



/(<■) 



/O) 



dz 

ds 


dS J H ^’ ^ ' S ' ) | 


y(^) 



/(>’) 


/ 



(x'- 

-xy 

(r) 

dx' 

1 

,.2 +8 

ds' 

(x'~ 

-y (y— 

■y) dy' 


r- 


ds ( 

(x' — 

- x) (z — 

y 

dz ) 

4 

y 


ds' j 

(y'- 

-y) (Z- 

- x ) dx 


r 2 


ds' 

(y- 

à 

-y) % 

' 7 _ rr 

r 2 » 

( r )J 

d 

'ds' 

(/ 

—y) ( ^ 

■*) 

dz' ) 


r 2 


ds' | 

(z'- 

— z) (x 1 — 

- x) dx ' 


r t 


ds' 

(z'- 

-y (y- 

-y) dy' 


r 2 


ds 

(*’- 

T 


dz ) 

ds' 1 


cfo' 




Supposons que le circuit demeure, immobile, mais que l’élé¬ 
ment ds s’éloigne, au delà de toute limite, dans une direction ar¬ 
bitraire et avec une orientation arbitraire. La quantité r croîtra 
au delà de toute limite; les quantités 


x 


f 


X 


y 


r 


y 


Z 


r 

r 

r 

dx 

dy 

dz 

ds ’ 

ds ’ 

ds 


tendront vers des limites assujetties seulement aux relations 


x 


x 


y -y 


Z 


Z 


\ 2 



I 


r 


r 


y 


dx\ 2 


ds 



dy 

ds 


dz \ 2 


ds 


1. 



Io8 LIVRE XIII. — l’induction électrodynamique. 


Or, dans ces conditions, la force électromotrice d’induction défi¬ 
nie par les égalités précédentes doit évidemment tendre vers o. Il 
en résulte évidemment que les trois intégrales qui figurent en 


coefficients de 



ds 


ci Y dz • , 

ds, ~ds, ds doivent, dans ces conditions, 


ds 


tendre vers o. 

Cela devra avoir lieu, en particulier, si le circuit considéré est 
fermé. Nous arrivons donc à la proposition suivante : 

L’intégrale 






a 7 )(r'— y) df 

r 2 ds' 



étendue à un circuit fermé quelconque, tend vers o lorsque l’élé¬ 
ment ds s’éloigne, au delà de toute limite, dans une direction 
quelconque. 

Ce théorème peut encore s’énoncer de la manière suivante : 

Lorsque l’élément ds s’éloigne, au delà de toute limite, dans 
une direction quelconque, la quantité 



doit avoir pour limite la différentielle totale d’une fonction finie 

P 

continue et uniforme de x* , y’, z'. 


t 


Cette quantité est de la forme 




Vuns ( elle dernière égalité. Elle nous donne, toute réduc 
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lim 


A r ) 


(x '— X) 2 



S 


i r ) 


dH 

àf 


Êir) 


dx' 



H « 2 ') 2- 


y 


O. 


Cela doit avoir lieu, quelle que soit la direction dans laquelle l’élé¬ 
ment ds s’est éloigné au delà de toute limite. 


Si nous supposons 


X — X 

lim-- = o 


lim 


y 


f 


y 


O 


r 


5 


lim 




1 , 


nous trouverons 


lim[^(r)l r = 


00 


O 


Si nous supposons 


lim 


x 


X 


I, 


lim 


y 


! 


y 


O 


r 


) 


lim 


„ t _ 

>0 As 


r 


o 


nous trouvons 


lim [/0)]/ 


00 


o 


Ainsi, les deux fonctions f(r) et g{r) doivent tendre vers o 
lorsque r croit au delà de toute limite. 

Si l’élément ds fait partie du circuit s\ la quantité £ dt , donnée 
par l’égalité ( 1 ), devra être de l’ordre tds\ sinon, un courant im¬ 
mobile dont l’intensité varie produirait en lui-même des courants 
d’induction infinis. Or, dans ces conditions, lorsque l’élément ds 
devient infiniment voisin de l’élément ds , on a 


lim 


lim 




lim r — 

0 , 



8:11 

11 

rv 

H 1 «o 

II 

lim % 

as 

- 

ds ’ 

lim 

dz ' 

ds ' ~ 

/y* 

t âj 

dx 

lim ISZZ 

r 

_ dy 

lim 

z' — Z 
■ —■—■ 1 ■* 

r 

~ cls' 

~ ds ’ 

r 


clz 
ds ’ 

dz 


ds 


dx 


Supposons, par exemple, -7- = 1 , et nous verrons sans peine 
que la condition précédente exige que l’on ait 


lim j rl/(r)H-^(r)] j r =o 


I 


A, 


A étant une quantité finie qui peut etre o. 

Si l’élément ds est parallèle à un élément d-s du circuit s' et 
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infiniment voisin de cet élément, la quantité Cdt , donnée par 
l’égalité (i)) devra encore être de 1 ordre de tds , sinon, un cou¬ 
rant dont l’intensité varie produirait dans un circuit infiniment 

voisin et parallèle une induction infinie. 

Or si l’élément ds' tend vers l’élément <*■', on a 
? 


lim 


dx ! 


dx 


ds 


* ^ *| * w 

Quant aux quantités Lim —- 
simplement assujetties à ces conditions 


lim/* 

= o, 



limÿ 

ds 

X «o 

11 

dz 

lim -r-, - 

ds 

dz 

ds 

x — x 

y 

lim 

df, lim — 

— z 

- y 


, elles sont 


r 



Supposons 




La quantité lim — — pourra avoir une valeur quelconque com¬ 
prise entre — i et + i. Supposons cette quantité égale à o; il sera 
aisé de voir que la condition précédemment indiquée exige que 

l’on ait 


lim[r g(r)) r =o= 13, 


B étant une quantité finie, qui peut être o. 

Ainsi, les deux quantités r/(r) et rg(r) ne croissent pas 

au delci de toute limite lorsque r tend vers o. 

Enfin, les deux fonctions f(r) et g (r) sont finies, continues 
et uniformes pour toute valeur de r qui n’est pas infiniment 

petite. 

Ayant acquis ces renseignements sur les deux fonctions f(r) et 
g( /■), nous admettrons, et ce sont les deux seules hypothèses que 
nous ferons au cours du présent Chapitre, que ces deux fonc¬ 


tions sont de la forme 

f y /■ ) = A 0 -+- A ! r -+- A 2 r- H- ... -+- 

g{ r) = -f- !!,/•-*- 13, r- 





P * * 
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majs 


/?i, n , p., v étant quatre nombres entiers, positifs, limités, 
quelconques. 

Ces hypothèses sont plus générales que celles qu’il est d’usage 
de faire dans les recherches de ce genre; Ampère, dans la déter¬ 
mination des deux fonctions de la distance qui figurent en sa loi 
des actions électrodynamiques ; (jauss, dans la détermination de 
la fonction de la distance qui figure dans la loi des actions magné- 


M 


uni- 


distance que renferme la loi de l’induction entre courants 

formes, ont tous supposé que les fonctions à déterminer étaient 
de la forme 


A 


U 


et, quand deux fonctions à déterminer figuraient ensemble dans 
la formule, ils supposaient l’exposant n identique pour toutes 
deux. 

Il résulte de ces hypothèses et des renseignements obtenus sur 
f ( r ) et g(r) que l’on a 


f( r ) 


r 




P 


1 


r 


Posons 


Pi 

Pi 


ai 


a 


i 


B, 

XB 


? 


B et \ étant deux nouvelles constantes, et nous aurons 


'/(>’) 


B 


X 


g{r) 


B — --, 

2 


en sorte que la fonction ( I> deviendra 


( 2 ) 


«ï> 


B /i 


X 


L cos 6 cos0' 


i 



X 



r \ %r 


2 /* 


- cos co i, 


les deux quantités B et 1 étant deux constantes qui nous sont jus¬ 


qu ici inconnues. 


L’expression de la force électromotrice élémentaire d’induction 
est alors donnée par l’égalité suivante 


(3) e ds ds' dt 


BS 


r j -(— 

L r\ 2 


COSÔ COS0' 


I 



X 



cos w 1 ds ds f 



I 12 
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La constante X joue, dans les théories actuelles de l’Electrody¬ 
namique, un rôle considérable qui a été mis en évidence par M. H. 
von Helmholtz. Nous lui donnerons le nom de constante d’Helm- 
holtz. 

Quant à la constante B, nous la nommerons la constante fon- 

f 

damentale de lElectrodynamique. 

Des résultats auxquels nous a conduit la détermination de fl r) 
et de g(r), nous pouvons déduire maintenant la conséquence sui¬ 
vante : 

Si l’élément ds tend à se placer suivant l’élément di du cir¬ 
cuits', l’intégrale 

n y$>ds' 



tend vers une limite qui est égale à la valeur que prend cette inté¬ 
grale lorsque l’élément ds coïncide avec l’élément de. 

Cette proposition n’est pas évidente d’elle-même; car, lorsque 
l’élément ds coïncide avec l’élément f/o-, cos9, cosO'sont infini¬ 
ment voisins de o pour tous les éléments ds' voisins de l’élément 
f/s; il n’en est plus de même si l’élément ds est infiniment voisin 
d’un élément d<7 du circuits', sans faire partie de ce circuit. 

En vertu de l’égalité ( 2 ), nous pouvons écrire 



<ï> ds'— B 


m 


1 


cos G cos G' 



X 


cos a) 1 ds. 


L’égalité 


cosO cosG'_costu 



/• 


à*r 
ds ds' 


remplace cette égalité par 


J ' <I> ds' = B 


fil COS 

J — 


to , , B C1 

— ds 


X) 


fy d * r 

J ds ds' 


ds' 


NJ a 


is on a 


.1 


' ^ r 
dsds 


; ds' 


[' îi : 


et 


J 


, dr 
ds 


dr dJ' 


ds ds 


r ds' 


r=o, 

J ü 
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que le courant soit ouvert ou fermé. O 11 a donc 
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CHAPITRE IV. 


DÉTERMINATION DU SIGNE DE LA CONSTANTE D’INDUCTION. 


Jusqu’ici nous n’avons pas déterminé les deux constantes B et), 
qui figurent dans nos formules. Nous allons, dans le présent Cha¬ 
pitre, nous occuper de la détermination de la constante B, ou, du 
moins, de la détermination du signe de celte constante. 

Suivant une notation que nous avons déjà employée plusieurs 
lois, nous désignerons par le symbole 


l’intégrale double 



étendue une fois au contour c et une autre fois au contour c'. 

Nous ferons remarquer, en premier lieu, que, si les contours c 
et c' sont tous deux fermés, on peut aussi bien écrire 


(c, c') 


fS& 


I 


À 


COSOJ 



2 r 


cosO cos G' ) ds ds' 


En ellet, on a 


[Introduction, Cliap. I, égalité (6)1, 


cosO cos 8' = cosw 



r 


à- r 
Os Os' 


On a donc 



). 



COSU) -4- 


costu 


ds ds 




cos8 cos 






« 


! 
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I l5 


Mais 


SI 


à 2 r 
ds ds' 


ds ds ' 


o 


? 


et la proposition énoncée est démontrée. 

Considérons un système de n circuits i, 2 , .. 
traversés, dans le sens positif, par des courants d’intensité J t , 
J 2 , • . ., J n , et envisageons la somme 


., 72 , fermés et 


n 


(*> 0 J? 



( 1 , 2)J 1 J 2 +(i, 3)JjJ 



i t 1 



(0 




(^Î l ) J2 Jl ■+■ (2 J 2 ) J | 



( ^ 3 3 ^ J 2 J 3 



* * 


(2., /Z) J2 J/z 



(n, i)J/*J 1 H— (^5 2)J /z J 2 — l— (/^ ? 3)J„J 3 


* * * 



(72, 72) J2 


J 


dans laquelle on a évidemment par définition 


(P> 9) 


( <hP)- 


Nous nous proposons de démontrer que la quantité II est tou¬ 


jours positive, à moins que Von n’ait 


Ji — 


J, 


o 


• * 


J /2 


O 


On peut évidemment écrire 


( P,P) 



1 / dx 


p 


ds 


p 


(P j 9) 



1 


dx 


p 


P ’'<! 


ds 


p 


dx .i 
- H 

d y P 

dy'n 

d& p 

1- 

d** p \ 

ds n ds . 

ds'j, 

ds p 

ds' l} 

ds p 

ds p ) 

I fj bvy 1 j 

dx q 

H 


dz„ 

h ~ ■ ■ 

dZq\ 

1 dS n dS n 

ds q 

dsp 

ds q 

ds p 

dSq) 

| VV1/ f J wv V j I 


et l’on voit alors sans peine que 


n 


V _ 

A ad 7 


JJ' / dx dx’ 

ds ds 



dy dy< dzd£ 

7 i j 7 F J j 


ds ds 


ds ds 


2 


binaisons distinctes des éléments du système deux à deux. 

Sur l’élément ds, distribuons un fluide fictif qui ait pour den¬ 
sité linéaire 


u 


J 


dx 

ds 


Nous aurons 



1 JJ' dx dx' j T . 

, —-—- ds ds — 

V 1 l VL ds ds' 

/ " Ci V Ct d * 

1 r ds ds . 

ad r 


r 


i 


1 
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Le second membre est le potentiel du fluide fictif considéré ? c est 
une quanti lé essentiellement positive. Il en est de même des quan¬ 


tités 




JJ' dy dy' 
r ds ds' 

JJ' dz dz' 
r ds ds' 


ds ds', 
ds ds' 


et, par conséquent, de la quantité II. 

La quantité II est une forme homogène et du second degré des 

variables J,, J 2 , ..., J/*. Le discriminant de cette forme est le dé¬ 
terminant suivant : 



0 , 0 

(■> 2 ) 

(i> 3 ) ... 

(1, 

n) 




D - 

( 2 , 1) 

m » * 

(2, 2) 

» » « 

( 2 , 3 ) ... 

* * * * ■ # 

( 2 , 

É I 

n) 

■ # 

* 




(n, 1) 

{n, 2) 

(ai, 3 ) ... 

{n, 

n ) 




Désignons par 



q 








D (a, 

1 

b, . . . , A ) 






le déterminant, 

mineur 

de D, 

obtenu en 

supprimant 

dans 

D les 

(/? — q ) lignes 

autres 

que les lignes a , 

b, . 

‘ * ? 

k et 

les 

lignes 


(n — q ), colonnes de même rang. 

Puisque la forme II est toujours positive, toutes les quantités 


g 

D (ci, b, ..., À) 

sont positives. 

Ce théorème se trouve énoncé, mais sans démonstration a 
priori, dans les travaux de M. H. von Helmholtz ( 1 ) et de M. Bril¬ 
louin (-). 

Ce théorème va nous servir à déterminer le signe de la con 
slante B. 

Imaginons n circuits 1,2, invariables de forme et de 

position, traversés par des courants uniformes dont les intensités 


C) Helmiioltz, L'eber die Dauer und den Verlauf der durch Stromsschwan- 
hungen inlucirten elektrischen Strôme (Pogg. Ann., Bd. LXXXIII, p. 5 o 5 ; 
i 85 i. — IIelmholtz, Wissenschaftliche Abhandlungen, t. I, p. 4 2 9 )- 

( 3 ) Brillouin, Intégration des équations différentielles auxquelles conduit 


l'étude des phénomènes d'induction dans les circuits dérivés {Annales de 

p 

VEcole Normale supérieure , 2 e série, t. X, p. 9; 1881). 
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Ji, J 2 , varient avec le temps. Posons. 



B 

B 



costo 

r 

COS OJ 

r 


dsi ds'i = 

dsi dsj — 


B(i, i), 

B ( j )- 


Supposons que n t ,n 2 , n n soient les forces électromotrices 
étrangères à l’induction que renferment les circuits 1 , 2 , . .., n. 11 
est facile de voir que Jj, J 2 , ..., sont liés par les équations 



P 


a 1 


lit 



di 

rt2 dt 


2 



« * 


Pn 


dJ tl 

dt 





J U 


O 


j 


R,, R 2 , ..., R« étant les résistances des circuits r, 2 , 

Les intégrales générales de ces équations sont de la forme 


les n- quantités 




étant déterminées par les conditions initiales, et les n quantités a/ 
étant les n racines de l’équation algébrique 
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Cette équation a toujours toutes ses racines réelles. Prenons, en 


effet, la transformée en x 


a 



Pi — Ri 

x P i2 

P l 

1 lu 


i P2 L 

m m m 

/? 2 R 2 # ... 

k | • ■ 9 # 

P 2 n 

* * « 


“ • “ 

P n\ 

1 

P/12 ■ • • 

Pn — R n# 

s’écrire, en 

posant 



Pi _ 

Ct fj —• -rr- J Ctf j — 

R/ 

P • • 

r iJ 

— ■ ■ — * 


/« i R j 



a n — x a \i 

• • ♦ LL\ n 

1 

R2 ••. R« 1 

1 #22 — x 

m * * * * * 

• • • éx 0 fl 

«fi * * * 



Cl n i &n' ! l 

- • • &n fi 


o 


? 


X 


O 


Nous trouvons une équation de type bien connu qui a, comme 
l’a montré Cauchy, toutes ses racines réelles. 

L’équation (3), ordonnée par rapport à a, peut s’écrire 


i — n 


n 0L n 


n 


D(i, 2, .. n) 


R/i-I a re-l 



R, 


n 


/ -i 


D(i, 2, 


I , l 


i, ..., n) 



ztB 


«U. 


i 


) R 2 +D(2) RiR3.,.R^ 



* * 



I 

D(n) R,R 2 ...R , i _ 1 



Ri R 2 ...R 


Si l’on observe que toutes les quantités 


q 


L)(a, b, 


sont positives, on arrive à la proposition suivante : 

Les n quantités oc,, a 2 , ..., a w ont le signe de B. 

Supposons que B soit positif et revenons aux égalités ( 2 ); on 
voit que, si l’état stationnaire donné par les égalités 


•Ii 


*)i 

R. 


J 


■*12 

R.: 


* ? 


# * « 


J a 


in 


R» 


était dérangé, meme infiniment peu, on obtiendrait, par suite de 
l’induction, des courants dont les intensités, prises en valeur ab- 




f 
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solue, croîtraient, en général, aa delà de tonte limite avec le 
.temps. Ce résultat est évidemment inadmissible. 

Au contraire, si la constante B est négative, l’état stationnaire, 
une lois troublé, tendra à se rétablir; il sera stable. 

La constante B est donc négative. 


La constante B étant forcément négative, 


navant 



nous poserons doré- 


La quantitité ainsi introduite est ce que nous nommerons la 
constante fondamentale de VElectrodynamique. 
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CHAPITRE V. 

INDUCTION DANS LES CIRCUITS FERMÉS PARCOURUS 

PAR DES COURANTS UNIFORMES. 


I 

1. — Enoncé de la loi de l’induction pour les courants fermés 

et uniformes. 


D après l égalité (3) du Chapitre II, la force éleclromotrice 
élémentaire d’induction que l'élément ds' engendre dans l’élé¬ 
ment ds est donnée par l’égalité 

(■) e ds ds' dt = o j J' [/(/’) cos9 cos0'-4- g(r) cosw] ds ds '[. 

Si l’on admet les hypothèses faites au Chapitre III, elle prend 
la forme 



e ds ds' dt 





cos6 cosO'-+- 



ds ds' 


La quantité définie par l’égalité 

( 3 ) 7ji ds ds' — JJ'[/(/’) cosO cosO' h- g(r) cosa> j ds ds 

ou bien par l’égalité 


(i) 


757 ds ds' 




JJ' 


I 


A 


2 r 


cosO cosO' 


i 


A 


2 /’ 


cosw l ds ds', 
/ 



est ce que nous nommerons, pour une raison qui sera indi 
ultérieurement, le potentiel électrodynamique de l'élément ds' 
traverse par un courant cl intensité V sur l’élément ds traversé 
par un courant d'intensité J. 

Moyennant cette dénomination, le résultat exprimé par les éga¬ 
lités (i) ou ( 2 ) peut s énoncer de la manière suivante : 

La force électromotrice d'induction e ds ds' engendrée par 
l élément ds' dans V le ment ds est égale à la dérivée par rap- 
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port au temps du potentiel électrodynamique de Vélément ds' 
traversé par le courant qui le traverse réellement sur l’élé¬ 
ment ds traversé par un courant égal ci V unité. 

La force électromotrice totale d’induction qui agit dans l’élé¬ 
ment ds est la somme des forces électromotrices élémentaires en¬ 
gendrées par les divers éléments ds' qui composent le système. Si 
l’on désigne cette force par £ ds , on aura 


(5) 


£ ds dt -- o 1 ds 



L[/(r) cosG cosô'-t- g(r) coso>] ds' , 


ou bien 


( 6 ) 


o 


ds cil 


2V 2 



ds 




x 


cosO cosô' 


i 



X 


COSO) 


2/ 


^ ds' 1 . 


La quantité 


ou bien 


J cfo'V J'[/( r) cosG cosO' + g(r) cosw] ds', 


— J ds Y J' ( --- COS0 COS0' 



l -f- 


X 


2 r 


-costo ) ds’, 

ir ] 


est ce que nous nommerons le potentiel électrodynamique du 
système sur Vélément ds traversé par un courant d’ intensité J. 

Moyennant cette définition, le résultat contenu dans les éga¬ 
lités (5) ou (6) peut s’énoncer ainsi : 

La force électromotrice d'induction qui agit dans V élément 
ds est égale à la dérivée par rapport au temps du potentiel 
électrodynamique de tout le système traversé par les courants 
qui le traversent en réalité sur l’élément ds traversé par un 
courant égal à V unité. 

Supposons que le conducteur induit que nous étudions soit un 
conducteur fermé, formé par des éléments ds t , ds 2 , ..., ds „. 


Supposons aussi que nous soyons assurés, par un moyen quel¬ 
conque, de Vexactitude de la proposition suivante : Le courant 
qui traverse le conducteur en question ( courant dît en partie 
à Vinduction, en partie aux forces électromotrices étrangères 
à Vinduction), est un courant uniforme. 
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Soit J l’intensité de ce courant. 

Soient R, c/s,, R 2 c/s 2 , ... les résistances des éléments ds \, ds 2 ,_ 

Soient 7 ) i c/s,, r , 2 c/s 2 , ... les forces électromotrices étrangères à 
l’induction qu’ils renferment. 

Nous aurons 

( 7 ) 1 -H Cl ) dsi _ (''rj 2 4 -C 2 )cfo 2 _ _ C ri ) ds n 

Ri clsi Rg ds% R^ ds n 

( 7) t ds i -f- 7) j ds 2 -H... - 4 - t; n ds n ) -i- ( Ci dsi -f- £% ds% 4 -... ds n ) 

_ ----- » --- ■ ■ ■ ---- 0 

K j ds j i~ R 2 cls 2 l • • * H R fi ds fi 

La quantité 

R — R i dsi + R 2 ds . 2 -f-... 4 - R re ds n 

est la résistance totale du circuit considéré. 

La quantité 

H — 7)i ds 1 4 - t] 2 ds-i 4 -... 4 - 7), t ds ,j 

est la force électromotrice totale étrangère à l’induction qui agit 
dans le circuit considéré. 

Nous donnerons à la quantité 

( 8 ) o = Ci dsi 4 - ds 2 4 -. .. 4 - C n ds n 

le nom de force électromotrice intégrale d’induction qui agit 
dans le circuit considéré. 

L’égalité ( 7 ) pourra s’écrire alors 

T _ H 4 ~ 

R ' 

forme sous laquelle elle nous apprend que, dans le cas où nous 

nous sommes placés, il ne nous est pas nécessaire de connaître la 

force électromotrice d’induction qui agit dans chaque élément de 

1 induit, mais seulement la force électromotrice intégrale d’induc¬ 
tion. 

SsiicnL 11, ds\, n 2 r/s 2 , ..., FF n ds n les potentiels électrodjna- 
miques de tout le système, y compris le courant considéré, sur 
les éléments c/s,, c/s 2 , ..., ds n traversés respectivement par des 
courants égaux à l’unité. La quantité 

(9) n = n, c/s,4- n 2 c/$ 2 4-...4-11 ds n 



sera, par définition, le potentiel électrodynamique de tout le 
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système (y compris le conducteur induit) parcouru par les 
courants qui y existent en réalité, sur le conducteur induit 
traversé par un courant égal ci Vunité. 

Or on a 


ôi ds V 


d 


d 


(IR ds i ), c 2 ds 2 = (n 2 ds 2 ), 


* * * 


î 


O/j ds/i 


d 

clt 


( TT « ds n ) 


On a donc, d’après les égalités (8) et (9), 


(10) 


£ 


dû 

dt 


La force électromotrice intégrale d’induction engendrée 
dans un circuit fermé quelconque qui fait partie d’un système 
électrodynamique quelconque est égale ci la dérivée par rap¬ 
port au temps du potentiel électrodynamique de tout le sys¬ 
tème (y compris le conducteur induit ) parcouru par les cou¬ 
rants qui le traversent en réalité sur le conducteur induit 
traversé par un courant égal ci l’unité. 


Cet énoncé a été obtenu dès 1847 par F.-E. Neumann (') pour 
le cas où les courants qui forment le système sont tous fermés et 
uniformes. 

C’est maintenant à ce cas que nous allons nous limiter. Nous 
supposerons le système étudié formé par n conducteurs fermés, 
sans dérivation, mobiles ou immobiles, que nous désignerons par 
les indices 1, 2, ..., n. Nous les supposerons traversés par des 
courants uniformes, constants ou variables, d’intensité J 4 , J 2 , • • - , 
J/2. Nous y admettrons des forces électromotrices totales, étran¬ 
gères à l’induction, H t , Ho, •••, H«. R t , Ro, • ••, R« seront les 
résistances de ces conducteurs. 

Nous poserons 



" =// 1:/( r) COS67 COS 6/ 


P * 

r c/ 


U, [A 


r) cos6/ cosOy 


g(r) costo] chid$ f ' n 
g(r) cos a)] dsi dsj . 


( 1 ) F.-E. Neumann, Ueber eirt allgemeines Princip der matliematischen 
Théorie inducirter elektrischer StrÔme . Lu à l’Académie des Sciences de Berlin 
le 9 août 1847. 
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Le potentiel électrodynamique du système tout entier sur le 
circuit i traversé par un courant égal à l’unité sera 


Pi,i L -t- P 2, j J 2 -+- • •. -+- P/-i,/J i— i Pi J» ■+■ P i+i,{ J(+i ■+■ • • • P n,i J«> 

dont la dérivée par rapport au temps sera 


dP x 

dt 

T 

1 

dPz i T 
~~dt 

dp,- 

dt 1 

dPni t 

h... -h ^ J* 

t-Pu 

Os | 

1 

hP *‘"d7 

dit 

-P^dJ- 

, p dJ n 

at dt * 


On devra donc, d’après la loi de Neumann énoncée tout 
l’heure, avoir dans nos différents circuits les égalités suivantes 


* 

a 



Si 



s conducteurs considérés sont animés de mouvements 


connus, les quantités p et P seront des fonctions déterminées 

les résistances et les forces électromotrices 


de l\ si, en outre, 


étrangères à l’induction sont des fonctions déterminées de t , le 
système (i 2) représentera un système de n équations différentielles 
linéaires qui déterminera, en fonction de t , les n intensités Ji, 

TT 

*2? • • • j J /i • 

s quantités pi et P/y portent le nom de coefficients d'indue- 
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La quantité pi porte le nom de coefficient d'induction propre (') 
du circuit i. 

Si I on fait sur les quantités/(r) et g{r) les hypothèses faites 
au Chapitre III, on pourra, ainsi qu’on l’a vu au Chapitre IV, 
écrire indifféremment 



ou bien 

04 ) 




§ c î. • Induction par variation d’intensité dans les circuits 

pourvus de dérivation. 

Supposons, en particulier, que nos n circuits soient immobiles, 
indéformables et traversés par des courants variables. Les équa¬ 
tions (12) se réduisent à 



Si les résistances Ri, R27 • ••> R/n ainsi que les forces électro¬ 
motrices H,, H 2 , ..., H„, sont constantes, on a affaire à un sys¬ 
tème de n équations différentielles linéaires a coefficients con¬ 
stants, à seconds membres constants, dont nous avons déjà étudié, 
au Chapitre précédent, les principales propriétés. 


coefficient 


tion pour désigner la quantité p L . Pourquoi ce nom anglais, puisque l'invention 
des formules (12) a été faite presque simultanément par deux Allemands, M. F.-E. 

Neumann et W. Weber? 
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Nous avons, dans cette étude, supposé que les divers circuits 
étaient des circuits fermés ne présentant aucune dérivation; mais 
on peut entreprendre une étude analogue pour les circuits fermés 
présentant un nombre quelconque de dérivations; ce cas a été 
éLudié d’une manière très complète par M. H. von Helmholtz (<) 
et, plus récemment, par M. Marcel Brillouin ( J ). 

Considérons un circuit inducteur formé de fils en nombre quel¬ 
conque, reli és entre eux d’une manière quelconque, et dont 
chacun est parcouru par un courant uniforme. Soit A'B 7 un de 
ces fils et soit J' le courant qui le parcourt de A' en B'. Ce sys¬ 
tème se déplace et se déforme d’une manière quelconque en pré¬ 
sence d’un élément ds. Si ds' représente un élément de A'B 7 , cet 
élément engendre dans l’élément ds une force électromotrice 

e ds ds ', et l’on a 


e ds ds 1 





1 


cos tu I y ds ds 



Le fil A 7 B' entendre dans l’élément ds une force électromotrice 


d’induction égale à 


o ds 


2l 2 £ 

2 dt 


]' ds 


rte 




cosb cos G’ -+ 


i 


X 


-cosu) ) ds 

■ir J 


t 


L’égalité connue [Introduction, Chap. I, égalité (6)] 


cos0 cosQ' = costo 


d~ r 
ds às r 


permet de transformer l’expression de £ ds. 

Soient a, § les angles de la direction ds avec les droites qui 
vont de l’élément ds aux points A, B. Nous aurons 



La fo rce électromotrice engendrée en un point de l’élément ds 


(*) H. von Helmholtz, Ueber die Dauer und den Verlauf der dure h Stroms- 
schwankungen inducirten elektrischen Strôme (Pogg. Ann., Bd. LXXXIII, 


p. 5 g5; i8j i. 


Helmholtz, Wissenschaftliche Abhandlungen, t. 1, p. /j29). 


( a ) M. Brillouin, Intégration des équations différentielles auxquelles con¬ 
duit l'étude des phénomènes d'induction dans les circuits dérivés (Annales 
de l 1 École Normale supérieure, t. X, p. 9; 1881). 
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par lout le circuit inducteur aura pour valeur, comme on le voit 


aisément, 


A 2 d 

dt 


ds 


2 



J 


B* 

, r coscü 

J K' ~ 


ds' 


cosa 



J '4 


cos 




y 


m * 


Dans cette formule, le signe y > qui figure dans 



B 


2*7 ~ 

*/ x ' 


représente une sommation qui s’étend à tous les segments de fils 
tels que A'B' qui composent l’inducteur. 


Dans 


cos a 


2 J ’’ 


la quantité V J' est la somme des intensités des courants qui 


passent au sommet A!, ces intensités étant prises avec le signe - 
lorsqu’elles correspondent à une dérivation issue du point A', et 
avec le signe — lorsqu’elles correspondent à une dérivation abou¬ 
tissant au point A'. 

Dans 


cos 


p y j-, 


la quantité \ J 7 a une signification analogue, etc. 


Mais, d’après le lemme bien connu de G. Kirchhoff, toutes ces 
quantités"V J' sont égales à o. La force électromotrice précédente 
se réduit donc à 


A 2 d 

dt 


ds 


2 



J 


' f —— ds' 

J y r 


Soit 1 un segment de fil; posons 


P 1 


A 2 r r cos 
2 Jt «A r 


10 


ds ds\ 


Soit 2 un autre segment de fil; posons 


P12 


A 2 


u 


COStO 7 J 

- ds 1 ds 2. 
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Supposons que ces deux segments fassent partie d’un système 
formé d’un nombre quelconque n de fils reliés d’une manière quel¬ 
conque et traversés par des courants uniformes d’intensités J,, 
J 2 , . J„. La force électromotrice d’induction agissant dans le 

fil 1 sera 



Si V| est la valeur de la fonction potentielle à l’origine de ce 
segment et Y', sa valeur à l’extrémité; si H, est la force électromo¬ 
trice thermo-électrique ou hydro-électrique que renferme le seg¬ 
ment, la force électromotrice totale qui agit dans le segment 1 
s’obtiendra en ajoutant à la quantité précédente la quantité 


«(Vi —V' t ) + H t . 

Désignons par FL, R 2 , . .., R« les résistances des n fils qui 
forment le système et nous trouverons les équations suivantes, 
pour déterminer les variations des courants uniformes dans ce sys¬ 
tème 


(16) 


( 


Pi 



Ji 


dJ i 

dt 

dp , 

dt 


I’l2 


dJ 

à 

dt 


• • m 


■H J 


i 


P,„ 


di i 

dt 


h 


d P 


// I 


dt 


dPi 

dt 



P n 2 


di< 

dt 



Jo 


dP ,i2 

dt 



Pi 


n 


dhi 

dt 


m « 


J 


II 


d? u , 

dt 


RiJi 


s(v; 



* « i 



Pu 


II 


dt 


* * 



J n 


dp 


n 


dt 


P n J n 


V,) 


Hi 


? 


) 


(v;-v w )-h„. 


Ces équations sont au nombre de n] or, si k est le nombre des 


sommets, les fonctions inconnues sont les n fonctions JC, . 
} n et les k valeurs de V aux sommets. Pour les déterminer il 


< 


t • 


t 



Ira joindre aux équations précédentes k équations de la forme 


Ü7) 



J' 


o 


5 


obtenues en appliquant le lemme de G. Kirchhofl à chacun des 
sommets. 
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Supposons 

deviendront 

en particulier le système immobile ; les é 

l 

quation 

s(l 

( 

clJ y 

P'dï 

, i> d 3 % 

+ VK ~di " 

r/T 

<-...+ Pm — Rl Ji = e (Vi - 

-Vi) + 

H„ 

(18) - 

! p 

( Pn dt 

t/Jo 

+ P St ' 

d\ 

= e(v; - 

- V 2 ) -H 

h 2 , 

m * * m. 


I #***•»! 

! P 

A rtl dt 

dJ 2 

+ F “ 2 dF ' 

Pn d -\f R*J»-e(V;- 

-v«) + 

? 

H„. 


L’intégrale générale de ces équations s’obtiendra de la manière 

suivante : 

Soient y,,y 2 , . .., j n les intensités des courants qui traver¬ 
seraient les fils 1, 2, n , si les forces électromotrices 11,, 

Ho, . . ., H„, que nous supposons constantes, agissaient en dehors 

de tout phénomène d’induction; 

J1 == J 1, J 2 = J 2 ! • • ■ ) J n 

estune intégrale particulière du système des équations précédentes. 
L’intégrale générale sera donc 



les n 2 constantes A/, B/, „ *., L<, dépendant des conditions initiales, 
tandis que les n constantes ot,, • • • ) sont les racines de 1 équa¬ 

tion 



La marche suivie au Chapitre IV permet de démontrer que toutes 
les racines de cette équation sont reelles et négatives. Donc, d après 

D. — III. 9 
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les équations (19), l’état stationnaire, stable sur un système sans 
dérivation, l’est aussi sur un système présentant des dérivations 

quelconques. 

Les équations (16) montrent que, pour un système à dérivations 
comme pour un système sans dérivation, lorsque tous les courants 
sont uniformes, la constante d’Helmholtz disparaît des lois de l'in¬ 
duction. 
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CHAPITRE VI. 

L’INDUCTION PAR SEUL MOUVEMENT DES CONDUCTEURS. 


Supposons qu’un système soit formé de n circuits fermés, va¬ 
riables de forme et de position, mais traversés par des courants 
constants. Les équations (12) du Chapitre précédent deviendront 
alors 



Les intensités J,, J 2 , . .., J n sont alors déterminées en fonction 
du temps par n équations algébriques linéaires. 

Ces équations ont été découvertes dès 1 845 , par F.-E. Neu¬ 
mann ('); elles lui ont ensuite servi, en 1847 ( 2 )i à établir la loi 
générale de l’induction. Elles n’ont guère d’ailleurs que cet in¬ 
térêt historique. Il est rare que l’on ait à faire usage de ces équa¬ 
tions simplifiées. 

Envisageons un des circuits d’un système quelconque de n cou¬ 
rants fermés et uniformes, le circuit 1, par exemple; la force 



( 1 ) F.-E. Neumann, Die mathematischen Gesetze cler inducirten elektrischen 
Strôme (Mémoires de l’Académie des Sciences de Berlin, i 845 ). 

( 2 ) F.-E. Neumann, Ueber ein Allgemeines Princip der mathematischen 
Théorie inducirter elektrischen Strôme, lu à l’Académie des Sciences de Berlin, 
le 9 août 1847. 
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électromotrice d’induction qui s’y développe a pour valeur 


II 

w 

di y p d5% 

: p ‘ Ht + ” Ht '■ • 

jy di fl 

~ V ' n ~dt 


dt dt 

dP\n j 

' dt n 


Elle est la somme de deux autres forces électromotrices : l’une 


Et — pi 


dh 

dt 



P12 


dJ 2 

dt 



dJ n 

* ln ~dt' 


est la force électromotrice qui serait induite à l’instant t dans le 
circuit 1 si les intensités subissaient pendant le temps dt les va¬ 
riations qu’elles doivent subir, tandis que tous les circuits de¬ 
meureraient invariables de forme et de position. 


L’au tre 



est la force électromotrice qui serait induite à l’instant t dans le 
circuit 1 si les intensités demeuraient invariables pendant le 
temps dt , tandis que les circuits resteraient animés du mouvement 
qui les anime en réalité. 

On peut se proposer d’étudier séparément les propriétés de ces 
deux sortes de forces. Dans le présent Chapitre, nous allons nous 
proposer d’étudier les forces électromotrices de la seconde espèce. 

La force E" est la somme d’un certain nombre de termes. 

I 

L’un, le terme Jj, représente la force électromotrice en¬ 
gendrée dans le circuit 1 par l’effet de la déformation de ce circuit. 
Il disparaît, dans le cas très fréquemment réalisé dans la pratique, 
et que nous supposerons réalisé dans la démonstration suivante, 
où le circuit 1 est indéformable. 

Les autres termes sont tous de même forme que la quantité 
dY ,, 

dt 

formable, la force électromotrice engendrée dans ce circuit 1 
par la déformation du circuit !2 et le déplacement relatif des deux 
circuits 1 et 2 . On peut toujours, puisque ce déplacement relatit 
intervient seul, supposer, pour la commodité du langage, que le 
circuit 1 est immobile. 


Jo qui représente, dans l’hypothèse où le circuit 1 est indé- 


I 
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Soient u, v', ... les vitesses, à l’instant t , des divers points du 
circuit 2 . Imaginons un autre déplacement de ce circuit dans 
lequel les vitesses des mêmes points aient pour valeurs Au, kv', .... 
Le coefficient d’induction mutuelle Pi2 des deux circuits 1 et 2 


dt 


éprouvera alors dans le temps -j- la variation 6 /P 12 qu’il éprouvait 
précédemment dans le temps dt, en sorte que la quantité 


F" 


12 

dt 


J 


sera multipliée par A. D’où le théorème suivant : 

Lorsqu’un circuit 2 , traversé par un courant d’intensité 
invariable, se déplace et se déforme en présence d’un circuit 
immobile 4 , il y induit une force électromotrice propor¬ 
tionnelle à la vitesse avec laquelle il se déplace et se déforme. 

Cette proposition est souvent désignée par le nom de loi de 
F.-E. Neumann. C’est, en réalité, à titre d’hypothèse fondamen¬ 
tale qu’elle se trouve dans la théorie de F.-E. Neumann. 

Voici un nouveau théorème qui s’applique au cas où les deux 
circuits 1 et 2 se déplacent en présence l’un de l’autre, et se dé¬ 
forment d’une manière quelconque, le circuit 2 étant traversé par 
un courant d’intensité constante; si cette intensité est variable, ce 
théorème devra être restreint à la partie de la force électromotrice 
induite par le circuit 2 dans le circuit 1 qui est due au seul mou¬ 
vement des conducteurs. 

Nous avons vu que l’on pouvait écrire (Chap. V, égalité i 4 ) 



Supposons que, par les deux courbes Ci, C2 (fig- 27)’ on 
puisse faire passer deux aires à un seul côté , A 2 telles que la 
courbe Cj ne rencontre pas l’aire A 2 , ni la courbe C 2 1 aire Ai ; si 
dù { , dQ 2 sont les éléments de ces deux aires, et N 1? N 2 les nor¬ 
males à leurs faces positives, on aura, d après le théorème d Am¬ 
père [Introduction, Chap. II, égalité ( 6 )]? 
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Ainsi, au lie U de l’égalité 


E n 
12 


dP 12 
dt 


J*, 


on pourra ecnre 


V" 

-L* 1 2 


d 

~ J ' 2 ~di 


s. s 


à 2 - 

r 


O dN.dN, 


rf£2i dii <> 


Fig. 27. 


% 

\ 




Nous allons interpréter cette expression. 

Imaginons que de part et d’autre de la surface A ( {Jig. 28) on 
dispose deux surfaces A', A", distantes l’une de l’autre d’une 


Fig. 28 



quantité très petite, variable d’un point à l’autre, e ( . L’élément dù K 
de la surface A, est la projection sur cette surface de deux éléments 
dùdû\ des surfaces A,, A". Soit dù\ l’élément qui se trouve du 
côté positif de A ( . Sur cet élément, plaçons une quantité q de 
lluide magnétique positif, et sur l’élément dQ[ une quantité q de 
lluidc magnétique négatif, de telle façon que 


7 





1 


Nous aurons ainsi constitué un feuillet magnétique F t dont 
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l’aimantation aura en chaque point pour direction de la normale N 1? 

* * p ï 

et pour intensité — • 

e i 

Les composantes de cette aimantation seront 
<^>i = — c°s(N I , x), llbi = — eos(Ni, y), Gj = — cos(Nj, z). 

£ 1 £1 * Ej 


La fonction potentielle de l’aimantation ainsi constituée esi 
donnée par la formule générale 



l’intégration s’étendant au volume entier de l’aimant. Or, l’élé¬ 
ment de volume de notre aimant ayant pour valeur 



on voit sans peine que l’on peut écrire 




De là, nous déduisons 



Sur la surface A 2 constituons un feuillet magnétique F 2 exac¬ 
tement comme sur la surface Ai nous avons constitué le feuillet 
magnétique F». En chaque point du feuillet Fo, l’intensité d’ai¬ 
mantation aura pour composantes 



D’ailleurs l’élément de volume du feuillet F 2 peut etre pris 
égal à e 2 dût. On voit alors que l’on peut écrire la quantité pré¬ 
cédente 



§ 
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ce qui nous fait reconnaître le potentiel magnétique ^ t2 des ac¬ 
tions mutuelles des deux feuillets F), F 2 . On a donc 


( 3 ) 


r r cos 

Jr Je r 


(JJ 


ds i ds 2 


Y, 


C.^'C; 


et 


( 


4 ) 


E" 


5 t 2 T d\ J» 

— J-2 —A" 

dt 


Si, au lieu de distribuer sur la face positive du feuillet F, le 


fluide magnétique avec la densité ^, nous l’avions 
la densité 



avec 


Pi 


3 


i 


y/2 £ i 


si au lieu de distribuer sur la face positive du feuillet F 2 le fluide 
magnétique avec la densité — > nous l’avions distribué avec la den- 



P’2 


J 


O 


J 2 £ 2 


nous aurions obtenu deux nouveaux feuillets, F', F', dont le po¬ 
tentiel eût été lié à celui des feuillets F t , F 2 par la relation 


< 


Y' 

1 1 2 

l l’égalité (4) serait devenue 


SI 2 


> 


j 2 y 12 


7 


( 5 ) 


F" 

1 2 


d\\ 

dt 


Or les actions mutuelles des deux feuillets F 7 i? effectuent, 
dans le temps dt } un travail c/G, et Ton a 


d& 


dX\ % 
dt 


dt y 


en sorte que l égalité précédente peut s’écrire 


e; 


«5 

~dt 


Ainsi, lorsque deux circuits, 1 et 2 , dont l’un, le circuit 2 , 
( st tt averse par un courant d’intensité constante J 2 , se défor¬ 
ment et se déplacent d’une manière quelconque, le circuit 2 
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engendre dans le circuit 1 une force électromotrice d’induc¬ 
tion que Von peut calculer de la manière suivante: 

Par le circuit 1 , on fait passer un feuillet magnétique , 
d’épaisseur dont la face positive porte une distribution 

•7 • I 

superficielle de densité — — • Par le circuit 2 , on fait passer 
un feuillet magnétique , d’épaisseur e 2 , dont la face positive 

g* T 

porte une distribution superficielle de densité — —. On cal- 

fl £ 2 

cule le travail produit par les actions mutuelles de ces deux 
feuillets dans un temps infiniment petit ; on divise par ce temps 
infiniment petit, et on change le signe du quotient. 


On observera que ce théorème suppose, à titre de restriction, 
que le conducteur 1 n’a aucun point commun avec le feuillet F 2 , 


ni le conducteur 2 avec le feuillet F, 
Voici un troisième théorème cap 


ital dans la théorie de l’in¬ 


duction : 

Imaginons que ds t soit un élément d’un circuit 1 , mobile de¬ 
vant un conducteur 2, fermé, immobile, parcouru par un courant 
d’intensité constante J 2 . La force électromotrice engendrée dans 
l’élément ds t par ce conducteur 2 a pour valeur 



Soit A, B, (fig- 29) l’élément ds t , qui, au bout du temps dt , 
est venu en A'B'. Il est facile de voir que nous aurons, en dési¬ 
gnant par y le contour infiniment petit A t B< B' A', A t , et par d t 
un élément de ce contour 


d 

dt 


ds 


1 


J r costü 

c." 


ds 9 I dt 


f f-r 


OJ 


cls% d<j 


f i;Cos(B i B / 4 , ds%) ds 2 

^ C2 

- A [Ai / - cos(A! A',, dsi) ds^. 

dc, r 


nous écrivions toutes les égalités 


Supposons maintenant que 

mal ligue s auxquelles donnent beu les éléments dsn d un circuit 
fermé I, et que nous les ajoutions membre à membre; il est fa- 
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cile de voir que tons les termes en A* A^, BiB, . . . disparaîtront, • 
et qu’il nous restera finalement 



C’est cette expression que nous allons chercher à interpréter. 


Fig. 29. 



Par le courant C 2 , faisons passer un feuillet F 2 , d’épaisseur 


2 » 


soit 


.St J o 


/ 


densité du fluide magnétique sur la face positive de ce feuillet. 
Soit la fonction potentielle magnétique de ce feuillet; soit 


l’aire du petit circuit y; soit « la normale 


sa face positive. 


Nous aurons 


lufS-r 

y >. «/ v J r ' 


Cü 


thn di 


On 


dZ 


cl, par conséq lient, 


(7) 


I*-i2 dl 


A Q 

1/2 ^ 


On 


dZ 
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La fonclion potentielle 'Ço, étant égale à 



est, comme nous l’avons vu au Chapitre III de l’Introduction, une 
quantité définie, au moins à un multiple près de 4 ^? P ar l a con¬ 
naissance du courant 2, sans qu’il soit nécessaire de préciser quel 
est le feuillet F 2 . La seule connaissance du courant 2 suffit donc 
à déterminer la famille des surfaces 

= const. 

qui sont les surfaces de niveau magnétiques pour tout feuillet ma¬ 
gnétique tel que F 2 passant par le courant 2, et que nous nom¬ 
merons les surfaces de niveau du courant 2; et aussi les trajec¬ 
toires orthogonales cT ces surfaces, que nous nommerons, selon 
une expression créée par Faradaj, les lignes de force du cou¬ 
rant 2. 

La quantité 



étendue à une surface S à deux côtés quelconques S se nomme 
le flux de force , émané du feuillet F 2 , qui entre par la face 
négative de la surface S. 

Pour deux surfaces terminées au même contour, et telles que 
l’on puisse déformer l’une d’une manière continue jusqu’à venir 
l’appliquer sur l’autre sans qu’elle rencontre jamais le feuillet F,, 

cette quantité a la même valeur. 

En elFet, pour démontrer cette proposition, on peut toujours 
supposer que les deux surfaces S l5 S 2 que l’on considère n’aienl 
aucun point commun; car, s’il en était autrement, on prendrait 
une troisième surface S 3 terminée au même contour et n’avant 
avec les précédentes aucun point commun, et l’on démontrerait 
que le flux de force a la même valeur pour chacune des deux sur¬ 
faces S 2 , et pour la surface S 3 . 

Les surfaces S 1 , S 2 terminées au même contour, n’ayant aucun 
point commun, forment, par leur ensemble, une surface fermée. 
Si la face positive de la surface S, est intérieure à cette surface 


J 
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fermée, la face positive de la surface S 2 lui sera extérieure, en 
sorte que l’on aura 



8l <> N * 



— 1 



, Wo 


dQ 



d'Çî 

Wt 


dQ 


5 


la dernière intégration s’étendant à la surface fermée tout entière. 


Or on a 



<N?S 
d N £ 


dQ 


/// At? 2 dx dy dz, 


quantité qui est égale à o, car, d’après les hypothèses faites, la 
surface fermée en question ne renferme aucune portion du feuillet 

agissant. 

On a donc, comme nous l’avions annoncé, 



On dit souvent que la quantité 



est proportionnelle au nombre de lignes de forces qui entrent 
dans Vélément de surface dQ par sa face négative. Cette ex¬ 
pression peut se justifier de la manière suivante : 

Imaginons une surface'Ç’o = const. Sur celte surface <x( fig . 3 o) 
marquons une infinité de points, de telle façon que tout élé¬ 
ment c/S de cette surface renferme un nombre v de points, pro¬ 


portionnel au produit 



nous aurons 



n étant la direction de la normale à la surface <7 dans le sens où 
est décroissant et k une constante positive infiniment grande. 

Par ces points, traçons des lignes de force, dont la direction est 
toujours supposée celle où va en décroissant. 

Sur une autre surface quelconque S, ces trajectoires marquent 
des points; ces points sont distribués sur la surface S de telle 
manière que tout élément dû de cette surface renferme un 
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nombre v de ces points ; je dis que ce nombre v est encore égal 
en valeur absolue à 



N étant la direction delà normale à la face de dÜ qui a été choisie 
comme positive. 

Fig. 3o. 



En effet, l’élément dü est, au sens donné à ce mot en Electro¬ 
statique (T. I, p. 3 oa), Y élément correspondant d’un certain 
élément dl> de la surface de niveau fondamentale. Les deux élé¬ 
ments dü et dZ sont évidemment traversés par le même nombre v 
de lignes de forces. On a donc, pour valeur du nombre v, 



Mais la propriété fondamentale des éléments correspondants nous 
donne cette égalité, qui a lieu en valeur absolue , 



o 
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comme nous l’avions annoncé. 

Le nombre v est essentiellement positif; il en est de même de k 

et de dû: est négatif si les lignes de force entrent par la face 

négative de l’élément dû , et positif dans le cas contraire. Le 
nombre v de lignes de force qui entrent par la face négative 
de Vélément dû a donc pour valeur 



Ces préliminaires posés, 


revenons à l’égalité (7). 



est égal, d’après ce que nous venons de dire, à 



v étant le nombre de lignes de force qui entrent par la face néga¬ 
tive de l’élément c/2. Ces lignes de force ont été coupées par l’élé¬ 
ment ds t dans son mouvement. On peut donc, moyennant des con¬ 
ventions de signe faciles à deviner, énoncer le théorème suivant : 

Lorsqu un conducteur fermé 1 se déforme et se déplace 
devant un conducteur 2 immobile et rigide, traversé par un 
courant fermé, uniforme et constant, il y naît une force élec¬ 
tromotrice d!induction proportionnelle au nombre de lignes 
de foi •ce du courant 2 que , dans son mouvement , le circuit 1 
coupe par unité de temps. 


Cette loi a été énoncée, dès i 832 , par Faraday (’) qui, du reste, 
ne connaissait pas le sens mathématique précis de l’expression 
ligne de force. 

Supposons que I on puisse choisir le feuillet F.. (ftg- 3 i) de 
manière qu’il ne soit pas rencontré par le circuit C t . Par ce cir- 


( Faraday, Experimental researches in Electricity, Série II, §§ 231 cm 


Sf 


■«1*1 
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cuit, on pourra faire passer une surface A| ne rencontrant pas Je 
feuillet F 2 . Lorsque le conducteur G, se déplace et se déforme, il 
vient dans une nouvelle position G,. Soit f le flux de force pas¬ 
sant par une surface quelconque menée par le circuit G ( , en en¬ 
trant par la face négative de cette surface ; soit f le flux de force 

Fig. 3i. 



qui traverse une surface quelconque menée par le circuit C',, en 
entrant parla face négative de cette surface. Si nous observons que 
A, est une surface passant par le circuit C,, que l’ensemble de A, 
et des aires des circuits y forme une surface A', passant par le cir¬ 
cuit C'. ; que la face négative des aires des circuits y devient face 
positive dans la surface A', nous voyons facilement que la somme 
des flux de force entrant par les faces négatives des aires des cir¬ 
cuits y a pour valeur (/— /'). 

En d’autres termes, 



et l’égalité (n) devient 



En présence d'un conducteur ferme, immobile, 2 i, ti avei se 
pur un courant uniforme dont l intensité J 2 est inveu lubie, se 
déplace et se déforme un conducteur fermé 1 ; on suppose 
que, par le conducteur 1, on puisse faire passer une surface 
à deux côtés A, qui se déplace et se déforme avec lui sans ja¬ 
mais rencontrer le circuit 2 . Le conducteur 1 subit de la 
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part du courant 2 une force électromotrice d 1 induction égale 


au produit par 


5V 

7 


de la dérivée par rapport au temps du 


flux de force du courant 2 qui entre par la face négative de 
la surface A,. 


Cette dernière proposition est susceptible d’une extension beau¬ 
coup plus grande que la précédente. 

■ 

Imaginons que les circuits 1 et 2 changent de forme et de 
position, d’une manière quelconque, tout en restant fermés; que 
l’intensité J 2 varie d’une manière quelconque, tout en restant 
uniforme. Le courant 2 engendrera dans le contour 1 une force 
électromotrice d’induction qui aura pour valeur 



Or le théorème d’Ampère donne 




On a donc 


(9) El2 


51 d 


dt 


sf 


x 




à 

41 M 



51 


d 


y/ 


= J 2 


r 

r 


dN 


dil. 


51 d 


dt 


y/ 


2 



(K?2 

<*Nj 



Donc, dans le cas le plus général, la force électromotrice 
d'induction engendrée par un courant fermé et uniforme 2 
dans un conducteur fermé 1 par lequel on peut faire passer 
une surface ci deux côtés A t qui se déplace et se déforme avec 
lui sans jamais rencontrer le circuit 2 est égale au produit 

de la dérivée par rapport au temps du flux de 


par 


21 


/ 


/ 


force du courant 2 qui entre par la face négative de la sur¬ 
fa ce A,. 



chap. vu. — étude expérimentale de l’induction. 
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QUELQUES PRINCIPES UTILES POUR L’ÉTUDE EXPÉRIMENTALE 

DE L’INDUCTION. 



1» — Principe fondamental sur lequel reposent les méthodes 

de détermination des coefficients d’induction. 


Nous avons vu, au Chapitre Y, ce qu’il fallait enteadre par le 
mot de coefficient d’induction. Si C* désigne un circuit fermé 

quelconque, le coefficient cl'induction propre de ce circuit est 
l’intégrale 



étendue deux fois au circuit G*; de même, si C/, C j sont deux 
circuits fermés quelconques, le coefficient cVinduction mutuelle 
de ces deux circuits est l’expression 



dans laquelle l’une des intégrations s’étend au circuit Q, l’autre 
au circuit Cy. 

Ces coefficients renferment dans leur expression une constante, 
la constante fondamentale de l’Électrodynamique, dont la valeur 
doit être demandée à l’expérience; mais, si l’on fait abstraction de 
cette constante, les coefficients d’induction se présentent comme 
des quantités dont l’expression analytique est entièrement définie; 
en sorte que le rapport de deux coefficients d induction pourrait 
toujours être calculé si l’on connaissait avec exactitude la forme 
et les dimensions des conducteurs auxquels ces coefficients se 

rapportent. 

Mais ce calcul, toujours concevable théoriquement, est, dans 
D. — III. 10 


% 
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la plupart des cas, infaisable pratiquement; il est donc nécessaire 
de posséder des méthodes expérimentales propres à comparer 
entre eux les coefficients d’induction. 

Les méthodes employées consistent toutes à faire usage de cer¬ 
taines propriétés des phénomènes d’induction dans les circuits 
immobiles. L’exposé que l’on donne ordinairement de ces mé¬ 
thodes suppose que les courants qui traversent les conducteurs 
considérés demeurent uniformes pendant toute la durée de l’in¬ 
duction. C’est là une hypothèse qui n’est rien moins que vraisem¬ 
blable. Lorsque l’intensité d’un courant varie, il est fort peu pro¬ 
bable, en général, que les variations de cette intensité aient la 
même valeur, en même temps, en tous les points du circuit. Il 
serait donc regrettable que l’on pût croire la légitimité des mé¬ 
thodes de comparaison des coefficients d’induction subordonnée 
à cette hypothèse inexacte. Aussi, bien que l’indication des mé¬ 
thodes expérimentales propres à comparer deux coefficients d’in¬ 
duction soit, comme l’exposé des méthodes propres à comparer 
les résistances ou les forces électromotrices, hors du plan de notre 
Ouvrage, allons-nous indiquer ici le principe qui permet de les 
justifier. Ce principe trouve d’ailleurs son application dans la dis¬ 
cussion d’une foule d’autres méthodes expérimentales où inter¬ 
viennent les phénomènes d’induction. 

Imaginons un système que, pour simplifier, nous supposerons 
formé de deux circuits C ( , C 2 . Le premier est traversé par un 
courant dont l’intensité est J 4 à l’instant £, en un point de l’élé¬ 
ment ds\ ; le second est traversé par un courant dont l’intensité 
est J 2 à l’instant t , en un point de l’élément ds 2 . Soit R, la résis¬ 
tance spécifique en un point de l’élément ds\ . Durant le temps dt, 
l’induction met en mouvement, dans l’élément ds t , une quantité 
d’électricité dQ t , et l’on a 




COS CO 


COS CO 



Supposons que, jusqu’à l’instant T, le système ait été parcouru 
par les courants constants et uniformes ayant pour intensités I, 
dans le circuit C| et I 2 dans le circuit C 2 ; supposons qu’à partir 
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du temps T'le système soit encore parcouru par des courants con¬ 
stants et uniformes ayant pour intensités I' dans le circuit G, 
et I 2 dans le circuit Co. Intégrons les deux membres de l égalité 
précédente entre T et T 7 ; si Q, désigne la quantité d’électricité 

que, pendant ce temps, l’induction met en mouvement dans l’élé¬ 
ment ds \, nous aurons 


Q 


1 


SI» 

2 R 


(i; 


ii 




X 


COS (O -r 


X 


— cos 0i cos G' t 1 ds\ 



(i; 


1 


& 


X 


COS (O 


I 


X 


—- COS 0 ! COS 0 2 


cl S 



égalité que l’on peut écrire 


Q 


2l 2 


1 


2 Ri dsi 


û?5l(Ij 


II 


J C COS 


tu 


ds\ 




I 


. r cos 
*>± — 


OJ 


ds 


Q 


l’électricité libre a, à l’instant T, une densité linéaire 
point de l’élément ds t ; à l’instant T', elle a une densité 
et l’on a 


les éléments ds t ; 


pi en un 



P 


I 5 


dO 

dsi 


(P 


1 


Pi ) • 


Si nous admettons que Vélectrisation des fils soit négligeable 
au début comme à la fin de Vexpérience, nous pourrons 


ecnre 


dQi 

■ —m 

ds 1 


o 


D’où ce théorème : 


Si les courants qui traversent un système de conducteurs fer¬ 
més et immobiles non pourvus de dérivation, d'abord constants 
et uniformes , se mettent à varier, pour redevenir au bout d'un 
certain temps constants et uniformes, la quantité d'électricité 
mise en mouvement par Vinduction, durant ce temps , a la 
même valeur en tous les points d'un même conducteur. 

Écrivons que la quantité d’électricité mise en mouvement par 
l’induction dans les éléments d<7^ dd. , du circuit Ci a une va- 
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LIV 


XIII. 


leur unique Qi ; nous aurons 


Q 


5 V 2 


i 


7. Ri d<31 


d<J i 





I 


l) f 

•s S* 

l) f 

d S, 


cos tu 


- ds l +( i; 


It) f 

J S* 


COS O) 




COSü) 


(Us j 



di-i uf^*.] 


* * 


De ces égalités on déduit sans peine 



ou, en désignant par JL la résistance du circuit C 1} 

Jli Qi = /*i(I] ID-t-PiaCL 12 )* 

D’où ce théorème : 

Dans les conditions précédemment indiquées, l’induction 
met en mouvement en chaque point du circuit la même quan¬ 
tité cl’électricité que si les courants variaient en demeurant 
uniformes pendant toute la durée du phénomène. 

On démontrerait aisément que ce théorème demeure vrai pour 
un système quelconque de conducteurs fermés, mobiles ou immo¬ 
biles, présentant ou non des dérivations. 


2. — Détermination de la quantité d’électricité mise en mouvement 

par un courant instantané. 


La plupart des études expérimentales relatives aux phénomènes 
d’induction conduisent au problème suivant : Déterminer la 
quantité d’électricité mise en mouvement dans un circuit, par 


un courant cl'induction de très courte durée. Indiquons ici le 
principe de la méthode propre à résoudre ce problème. 

Nous verrons plus tard qu’un fil parcouru par un courant exerce 
certaines actions sur un aimant; ces actions peuvent se ramener à 
des actions élémentaires exercées par chaque élément de courant 
sur chaque élément magnétique; l'action d’un élément de cou¬ 
rant sur un élément magnétique se réduit à une force appliquée 
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au milieu de l’élément magnétique et à un couple; la grandeur et 
la direction de la force, la grandeur et la direction de l’axe du 
couple, dépendent de la position mutuelle de l’élément de courant 
et de l’élément magnétique; mais, et c’est le point qui nous im¬ 
porte pour la suite, la grandeur de la force, la grandeur de l’axe du 
couple, sont, toutes choses égales d’ailleurs, proportionnelles à la 
longueur ds de l’élément de conducteur et à l’intensité J du cou¬ 
rant qui le traverse. 

Cela étant, considérons un galvanomètre, c’est-à-dire un fil, 
qui peut être parcouru par un courant, placé au voisinage d’un ai¬ 
mant mobile autour d’un axe vertical. 

A l’instant £, le fil est parcouru par un courant dont l’intensité 
est J en un point de l’élément ds. Les actions de l’élément de cou¬ 
rant ds sur l’élément magnétique dv ont, par rapport à l’axe au¬ 
tour duquel se meut l’aimant, un moment 

a J ds, 

«dépendant de l’aimantation de l’élément dv et de sa position par 
rapport à l’élément ds ; de même, les actions de l’élément de cou¬ 
rant ds sur l’élément magnétique dv' ont, par rapport au même 
axe, un moment 

a' J ds. 

Les actions de l’élément ds sur tout l’aimant ont, par rapport au 
même axe, un moment 

(a + a' + ., .)J ds = AJ ds, 

A dépendant de l’aimantation de l’aimant et de la situation respec¬ 
tive de l’aimant et de l’élément ds. 

Enfin les actions du courant tout entier sur l’aimant ont pour 
moment par rapport à l’axe autour duquel se meut l’aimant 

M = ( AJ ds. 

S 

que, jusqu’au temps T, le conducteur ne soit parcouru 
par aucun courant; l’aimant est alors en équilibre sous l’action du 
magnétisme terrestre; entre les instants T et T/, le conducteur est 
parcouru par un courant variable ; enfin, après l’instant T^, tout 
courant cesse de nouveau dans le conducteur. 


Imaginons 
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Si, comme il arrive dans un grand nombre de phénomènes d’in¬ 
duction, et comme nous le supposerons dans ce qui va suivre, les 
deux instants T et T 7 sont extrêmement rapprochés, les actions 
exercées sur l’aimant par le courant pendant ce temps constitue¬ 
ront ce qu’on nomme en Mécanique une percussion. 

Le moment de la percussion par rapport à l’axe autour duquel 
se meut l’aimant sera 


T' 

M dt - 


AJ ds dt, 




Si l’on remarque que pendant le temps extrêmement court 
(T'— T), la position de l’aimant, par rapport au courant, varie 
extrêmement peu, en sorte que la quantité A demeure sensible¬ 
ment invariable, on aura 




Si Q désigne la quantité d’électricité mise en mouvement dans 
l’élément ds pendant le temps considéré, on aura 



Mais, comme nous l’avons vu au paragraphe précédent, la quan¬ 
tité Q a sensiblement la même valeur pour tous les éléments ds ; 

si donc on désigne par G la quantité / A ds, c’est-à-dire le mo- 

S 

ment, par rapport à Vaxe autour duquel se meut Vaimant de 
toutes les forces qu’un courant cV intensité égale à l’unité, par¬ 
courant le cadre du galvanomètre, exerce sur l’aimant placé 
dans sa position cl’équilibre, on aura 



GQ. 


D après un théorème connu de la théorie des percussions, cette 
<1 nautile doit etre égale au moment, par rapport à l’axe autour du¬ 
quel se meut l’aimant, de la quantité de mouvement initiale de l’ai- 
mant. Si donc K- est le moment d’inertie de l’aimant, a l’angle de 
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l’axe magnétique de cet aimant avec la méridienne magnétique, on 


aura 

(0 



A partir de l’instant T 7 , l’aimant se met en mouvement sous l’ac¬ 
tion du magnétisme terrestre; l’équation de son mouvement est, 
en désignant par OÏL son moment magnétique, par H la composante 
horizontale du magnétisme terrestre 

r n a 

K 2 rLr = —OILH sin a. 

cW- 


Gette équation, intégrée en observant que, pour t = T', a est 
sensiblement égal à o, donne 


K 



doc \ 2 


dt 


t 


doc 

dt 


F 


2 OÏL H (cos a 


0 


? 


ou bien, en vertu de l’égalité (î), 


K 2 


doc 

dt 



cosst 


l) 


G 2 Q 


K 2 


L’aimant, soumis à l’impulsion due au courant, s’écarte de sa 
position d’équilibre d’un angle #, puis revient en sens contraire ; 

on obtient Y angle d'impulsion a en exprimant que^ devient 
égal à o au moment où a = a, ce qui donne 


1 0 ÏL H ( cos a 


0 



G2Q2 


o. 


Mais 


cos a 


i 


• 9 a 

2 sin 2 - 

2 


On a donc , 


( 2 ) 


Q 


y/OÏL H sin - 

G 2 


Si l’o n connaissait la valeur du coefficient 


2 K 
"G 


y/OlL H 


(et nous rencontrerons plus tard un galvanomètre, la boussole des 
tangentes, pour lequel il est possible de déteuninei lavaleui de ce 
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coefficient), on pourrait, de l’observation de l’angle d’impulsion, 
déduire la quantité d’électricité que le courant instantané a trans¬ 
portée dans le galvanomètre. 

Lors même que l’on suppose inconnue la valeur de la quantité 



si, dans deux circonstances différentes, des courants instantanés 
ont donné à l’aiguille du même galvanomètre des impulsions a et 
a !, ces courants ont mis en mouvement des quantités d’électricité 
Q et Q' liées par la relation 

. a' 



L’emploi du galvanomètre balistique permet donc de comparer 
les quantités d’électricité mises en mouvement par des courants 
instantanés. 
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CHAPITRE VIII. 


L’INDUCTION PAR LES SOLÉNOÏDES 


Imaginons une ligne quelconque AB 



S 


. 32). Partageons 


cette ligne en parties infiniment petites égales entre elles 


MN 


NP 


PQ 


# » 


D. 


Prenons les points de divisions M, N, P, Q, . .., pour centres 
de cercles G, G, G\ C ff/ , .. ., ayant tous leur plan normal à la 
courbe AB, ayant tous un même rayon infiniment petit. 


Fig. 3a. 



B 


Supposons que tous ces cercles soient des conducteurs par¬ 
mi même courant d’intensité J, marchant dans le 


courus 


par 


même sens en tous ces cercles. 


Nous 


aurons 


obtenu un système de courants, doué, comme 


nous le verrons, de propriétés très remarquables ; c est à un sem 
blable système qu’Ampère a donné le nom de soletioide electro- 

iynamique. 

La ligne AB est Y axe du solénoide. 

Lorsque la ligne AB est une courbe fermée, 

solénoide est fermé. 

Lorsque le solénoide est ouvert t si 1 on suppose un observateur 


on 


dit 


que 


le 
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placé de manière à voir l’une des extrémités du solénoïde devant 
lui, et les parties du solénoïde, voisines de cette extrémité, der¬ 
rière cette extrémité, il verra, dans le cercle extrême qu’il regarde, 
le courant marcher soit dans le sens des aiguilles d’une montre, 
soit en sens inverse des aiguilles d’une montre. 

U extrémité du solénoïde où Vobservateur voit le courant 
marcher en sens inverse des aiguilles d’une montre prend, 
pour des raisons que nous examinerons plus lard, le nom de 
pôle austral du solénoïde. L’autre extrémité prend le nom de 
pôle boréal. 

Lorsque nous aurons, dans la suite, à prendre un sens de par¬ 
cours sur l’axe du solénoïde, nous prendrons le sens de parcours 
qui coïncide en chacun des points M, N, P, Q, ... avec la direction 
de la normale à la face positive des cercles C, C', G", C w , .... 
Lans le cas où le solénoïde est ouvert, cette direction est celle 
qui va du pôle boréal au pôle austral. 

Nous n’insisterons pas sur les moyens par lesquels on réalise 
pratiquement, au moins d’une manière approchée, un solénoïde; 
ils sont décrits dans tous les Traités de Physique. 

Plaçons un solénoïde S, formé de cercles C, C', en présence 
d’un conducteur fermé y. Dans une modification quelconque du 
système ainsi constitué, le solénoïde S induit dans le conducteur y 
une force électromotriee qui a pour valeur 


(') 


E 


d ^ 


dt ( 


J P(C,y)+P(C',y) 


en désignant par 


P (CW, y) 


le coefficient d’induction mutuelle des deux conducteurs G (,) et y. 

Supposons que l’on fasse sur les fonctions jf(r) et g (/’) les 
hypothèses faites au Chapitre 111. On aura alors 



dy étant un élément du conducteur y, et dsi un élément du con¬ 
ducteur C ( 'h 


D’après le théorème d’Ampère, si d% désigne un élément d’une 
aire à deux côtés passant par le circuit y; si Q désigne l’aire infi- 
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ninient petite du cercle C-^; si N désigne la normale à la face po¬ 
sitive de y, et l le sens du parcours positif de l’axe du solénoïde, 
nous aurons 


P(C 


U') 


î 


r) 





et, par conséquent, 




D désignant la distance infiniment petite de deux des cercles C, 


un élément de longneur dl du solénoïde renferme un nombre 


cU 

D 


de ces cercles. On voit donc aisément que la quantité précédente 
peut s’écrire 


(3) 


E 


' QJ 

2 dt f D 



BA 


d 

dl 



d - 

r 

M 


dZ dl 


Soit (#, y, z ) un point de l’axe du solénoïde \ soit f {oc, y, z) la 
fonction continue, mais non uniforme, que nous avons nommée 
(Introduction, Chap. III) Vangle sous lequel du point (x,y,z), 
on voit la face positive d’une surface à deux côtés 2 passant 
par le conducteur y. L’égali té précédente pourra s’écrire 




21 2 d i QJ 
2 dt ) D 



Soient Xq, y 0 , s 0 , les coordonnées du point B ; soient x { , y ,, 


^ 1 f 


les coordonnées du point A. Au point B,f(x 0 , y 0 , z 0 ) est suscep¬ 
tible d’une infinité de déterminations ; prenons-en arbitrairement 

une que nous désignerons par <7 B . 

Du point B au point A, on peut toujours passer par un trajet ba 
qui ne perce pas la surface à deux côtés menée par le circuit y. 
Soit < 7 a la quantité parfaitement déterminée définie par l’égalité 



Si le solénoïde est fermé, c A sera évidemment identique à <r B ; 

sinon, il en sera'en général différent. 

Supposons maintenant que l’axe du solénoïde perce n fois la 

surface à deux côtés S menée par le courant y en passant du côté 
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négatif au côté positif^ et n! fois en passant du coté positil au cote 
négatif. D’après ce que nous avons dit au Chapitre III de 1 Intro¬ 
duction, nous aurons 



et l’égalité (4) deviendra 




.& 2 d iaj r 

2 dt j D v 




La quantité ^ = cp porte le nom de puissance du solé¬ 
noïde. 

Supposons d’abord que, dans la modification etudiee, la puis¬ 
sance du solénoïde demeure constante. Cette condition sera 
réalisée si l’intensité du courant qui traverse le solénoïde demeure 
invariable, et si, de plus, les petits cercles conservent des dimen¬ 
sions constantes et demeurent à une distance invariable les uns 

des autres. 

La modification se réduira alors à des déformations et à des 
déplacements de l’axe du solénoïde et du conducteur y. 

Or, pour un déplacement infiniment petit de ce genre, on aura 
toujours pu choisir la surface passant par le conducteur y, de telle 
façon que ce déplacement infiniment petit ne lasse pas varier le 

nombre n et n'. On aura donc 




ai 2 QJ d 
f 2 D dt 


(<I A - <JC). 


On pourra regarder, dans toute modification d’un système 
formé par un conducteur fermé et par un solénoïde de puis¬ 
sance <p invariable, le pôle austral clu solénoïde comme engen¬ 
drant dans le conducteur une force électromotrice d'induction 

ayant pour valeur 


( 7 ) 


E a 


ai 


s/ 


- ? 


d<; A 

dt 


et le pôle 



ml du solénoïde 


comme engendrant dans u 

O 


même conducteur une force électromotrice d’induction ayant 


pour valeur 

( 7 bis ) 



i 



« 
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Si le solénoïde est fermé, <t a est, comme nous l’avons vu, iden¬ 
tique àff B . La formule (6) donne donc 

E = o. 

Ainsi : si Von déforme et déplace d'une manière quelconque 
en présence l’un de Vautre un conducteur fermé et un solé¬ 
noïde fermé de puissance invariable, aucun phénomène d'in¬ 
duction ne se manifeste dans le conducteur. 

Voyons maintenant ce qui arrive si on laisse immobiles l’a*xe du 
solénoïde et le conducteur fermé, tout en faisant varier la puis¬ 
sance du solénoïde, ce qu’on réalise aisément en faisant varier 
l’intensité du courant qui traverse un solénoïde rigide. 

Dans ces circonstances, nous distinguerons deux cas : 

i° Par le conducteur fermé, on peut mener une surface à 
deux côtés que le solénoïde ne rencontre pas. 

Dans ce cas, on a 

n = o, n 1 — o. 

La formule (5) donne 

(8) E= /I (a B> Â' 

On peut regarder le pôle austral d'un solénoïde rigide 
dont la puissance varie comme engendrant dans un conduc¬ 
teur fermé immobile une force elcclromotmce d induction 


% cio 

( 9 ) A= 7i‘ lA ^’ 

et le pôle boréal comme engendrant une force electi omoti ice 
d'induction 



Si le solénoïde est fermé, cr A = cr B et l’égalité (8) donne 

E = o. 


Un solénoïde rigide et fermé dont la puissance varie n en¬ 
gendre aucune force électromotrice d induction dans un con¬ 
ducteur fermé, pourvu que, par ce conducteur, on puisse faire 

passer une surface à deux côtés que ne rencontre pas le solénoïde. 


i 
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2 ° Ces propriétés cessent d’être exactes lorsqu’il n’est pas 
possible cle faire passer par le conducteur fermé une aire à 
deux côtés que ne rencontre pas le solénoïde. 

Supposons, en particulier, le solénoïde lermé. Nous aurons 
v x — 7 g, et la formule (5) donnera 



Un solénoïde fermé et rigide dont la puissance varie engendre 
dans un conducteur fermé immobile une force électromotrice 
d’induction indépendante de la forme et de la grandeur du solé¬ 
noïde et du conducteur, et dépendant seulement du nombre des 
rencontres du solénoïde avec une surface à deux côtés passant par 
le conducteur et de la nature de ces rencontres. 

La formule (io) conduit à des conséquences susceptibles d’une 
vérification expérimentale précise. 

Imaginons un solénoïde fermé et rigide placé en présence d’un 
contour fermé y qui renferme un galvanomètre balistique. 

Supposons qu’au début de l’expérience le solénoïde et le cir¬ 
cuit y ne soient traversés par aucun courant. On lance dans le 
solénoïde le courant d’une pile; pendant qu’il s’établit, un cou¬ 
rant d’induction parcourt le circuit y; lorsque, dans le solénoïde, 
le courant de la pile est devenu constant, tout courant a cessé 
dans le circuit qui renferme le galvanomètre. 

Dans une semblable expérience, sont vérifiées les trois condi¬ 
tions suivantes : 


i° Le système, formé par des conducteurs i 



s, est tra¬ 


versé par des courants qui sont uniformes au début et à la fin de 
l’expérience. 

2° Le circuit qui renferme le galvanomètre balistique ne ren¬ 
ferme aucun courant au début et à la fin de l’expérience. 

3" La durée de la période variable est très courte. 

Ces conditions entraînent, comme nous l’avons vu au Chapitre 
précédent, les conséquences suivantes : 

i° Toute section du circuit du galvanomètre balistique est tra¬ 
versée par la même quantité Q d’électricité pendant la durée 
totale de la période variable. 
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2 ° Pour calculer cette quantité Q, on peut raisonner comme 


SI 


les courants étaient a tout instant uniformes. 


a i 

delà théorie précédente. 


Q. 

Q 


dQ 


incité que le courant d’induction transporte dans le conducteur y 

pendant le temps dt] par p le coefficient d’induction propre de ce 

conducteur; par R sa résistance; par j le courant qui le traverse au 
temps t, 


:/0 


i 


R 


' 51 




= 4 tt ( n 


do , 

n ) V dt 

' dt 



cl 

dt 


(Pj ) dt 


Entre les instants t 0 et t ,, la quantité d’électricité transportée 
par l’induction sera 


Q 


R 


4 k 5t / 

7^ (n 


n')(o 


1 


?o) + /H./i— Jo) 


Si l’instant t 0 coïncide avec l’instant initial de la période varia¬ 


ble, on aura 


?0 


O 


J 0 


O. 


Si l’instant t K coïncide avec l’instant final de la période variable, 
on aura, en désignant par 1 l’intensité du courant engendré par la 
pile dans le solénoïde 




a qj 




D ’ 


J i 


o. 


La quantité cherchée sera donc donnée par la formule 


Q 


i 


R 


2 7r5t 2 (7l 


n') 


QJ 

TT ’ 


facile à comparer aux indications du galvanomètre balistique. 
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CHAPITRE IX. 

DÉVELOPPEMENT DE LA LOI ÉLÉMENTAIRE DE L’INDUCTION. 
LIGNES DE GLISSEMENT. — INDUCTION UNIPOLAIRE. 


1. — Des contacts glissants. 


La force électromotrice élémentaire d’induction, edsds ', en¬ 
gendrée par l’élément ds' dans l’élément ds, est donnée par la 
relation générale 



912 

e ds ds' dt = -o 

2 



cos 6 cos 6 ' 



C’est cette égalité (i) que nous allons discuter plus complète¬ 
ment que nous n’avons eu à le faire jusqu’ici. 

i° Supposons, en premier lieu, que les deux éléments ds et ds' 
fassent partie l’un du circuit C et l’autre du circuit C', aussi bien 
à l’instant t qu’à l’instant t + dt ; que tous les paramètres qui 
figurent dans notre formule varient d’une manière continue. On 
a alors 

dV 

SJ' = dt , 

dt 

o ds = u ds dt, 
o ds' = u' ds' dt, 


a et u' étant deux quantités finies. L’égalité ( 2 ) devient 


^2 rfj'/i 



X 


1 


X 


e 


■2 


dt 


cos u> 



2 r 


2/’ 


cosO cosO' 


(2) 


5 t 2 d / \ -+- X 

J I-- cos Cü 


1 


X 


■>. 


dt 





2 r 


cosO cosO' 


. A 2 


y 


1 



x 


COS U) 


I 


X 


ir 



ir 


cosO cosO' f ( u 


u!) 


2 ° Supposons que l’élément ds fasse partie du circuit induit 



» 
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aussi bien à l’instant t qu’à l’instant (t 


dt), mais que l’élément 


ds' ne fasse pas partie du circuit inducteur à l’instant t et en fasse 


partie à l’instant (t 


dt). Gela peut se réaliser de la manière 


suivante. 


Le conducteur G ' renferme au temps t deux parties AB, CD 
(fig. 33) se coupant en M, qui glissent l’une sur l’autre ; au 



temps (£ + dt), ces deux parties sont en AB', CD'; elles se cou¬ 
pent en M'. Le point qui, au temps t, se trouve en M sur le con¬ 
ducteur AB est en M ( au temps (t-hdt) ; le point qui, au temps t, 
se trouve enM sur le conducteur CD est en M 2 au temps (t-\-dt). 
Les deux éléments M, M', M'M 2 ont été introduits dans le cir¬ 
cuit G' entre les instants t et t -h dt. 

Une disposition de ce genre se réalise aisément en formant un 
des conducteurs par une rigole pleine de mercure, l’autre par un 
fil de fer plongeant dans ce mercure. 

Soit donc As' un tel élément. Pour cet élément, on a 



la force éleclromotrice engendrée par l’élément As' dans l’élément 
ds a pour valeur e ds ks', et l’on a 

14- X I — À 

-cos a» 4-cos 6 cos 0 

%r 2 r 




en négligeant des termes infiniment petits par rapport à ceux 
que i on conserve. 

La quantité e ds As' n’est P 1 us ici de l’ordre de grandeur de 
ds As', mais simplement de l’ordre de grandeur de ds. Cela n’em- 

D. — lit. 11 
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i (i-> 


pêche pas la somme des forces électromotrices d’induction en¬ 
gendrées dans l’élément ds par les divers éléments du conducteur 
C' de demeurer finie, car il ne s'introduit jamais qu’un nombre 
limité d’éléments dans le conducteur (J entre les instants t et 

(t + dt). 

3° Supposons que l’élément ds' fasse partie du circuit G aussi 
bien à l’instant t qu’à l’instant (t-\-dl), mais que. l’élément A s 
soit introduit dans le circuit G entre ces deux instants. On pourra 
admettre que l’on a, pour cet élément A s. 



et la force électromotrice d’induction engendrée par l’élément ds' 
dans l’élément As, réduite à son terme principal, aura pour va¬ 
leur 



e ds As dt — — 



cos to 



cos 0 cos 9' 



As ds . 


L’ensemble du circuit G' engendre, dans l’élément A s, une force 


électromolrice totale C&s, et l’on a 


(5) 


C A s dt 




As 


•i 



y 


x 


X 


cos (o -i 


cos8 cosO' 1 ds' 




2 1 


2 l 


Gette force électromotrice n’est pas de l’ordre de A s ; elle est 
finie. Ainsi, tout élément introduit dans le circuit induit entre les 
instants t et (tdt) est, au moment de son introduction, le 
siège d’une force électromotrice d’induction de grandeur finie. 

Si celte force électromotrice finie agissait seule dans l’élément 
A 5 , elle y engendrerait un courant d’intensité infinie. Mais elle 
n’agil pas seule en cet élément ; lors même (ce que nous suppo¬ 
serons) que cet élément ne renferme pas de force électromotrice 
thermo-électrique ou Irydro-électrique, il faut tenir compte de la 
force électromolrice engendrée en cet élément par les charges 
électriques distribuées à la surface ou dans l’intérieur des fils 
conducteurs. Si, à l’instant la fonction potentielle de 

ces charges a pour valeur V à l’origine de l’élément A s et Y' à 
l’extrémité, cette nouvelle force électromolrice a pour valeur 


t(V-V'). 

L’intensité du courant qui parcourt l’élément A s sera finie, si 
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l’on a, aux infiniment petits près 


? 


iG3 


ou Lien 


s( V 


V' ) dt 



£ As dt 


o 


(6) s(V 


Y')dt 




A s 




COSO) 



ir 


l 

- cos6 cos 0' ds'. 


fi 


Il est aisé de comprendre comment cette différence finie de 
fonction potentielle prendra naissance entre les deux extrémités 
infiniment rapprochées de l’élément As. Si, en effet, elle n’existe 

pas à l’instant t, l’élément As sera parcouru par un courant d’in¬ 
tensité infime, qui, en un temps infiniment court, accumulera une 
([ilantile finie d electiicite positive a une extrémité de l’élément 
As, et une quantité finie d’électricité négative à l’autre extrémité, 
ce qui assure aussitôt l’existence de la différence finie de fonction 
potentielle dans le sens désiré. 

Si, au contraire, l’élément As fait partie du circuit C à l’in¬ 
stant t et n’en fait plus partie à l’instant (t-\-dt), il est, à l’in¬ 
stant t , le siège d’une force électromotrice finie ; entre l’origine 
de cet élément et son extrémité existe une différence de niveau 
potentiel donnée par l’égalité 


e(V 


Y') dt 


5V 2 


A s 


j 1 •> y 

’c.‘ \ 2,1 


1 


I 


COS CO 


X 


2 r 


cos 9 cosô' ) ds' 


Supposons que le conducteur AB glisse sur le conducteur CD 


tfig- 3 4 ) 


c//), 


Fig. 34. 



est en M à l’instant t et en M" à l’instant (t -f- dt). On a 

M' M = MM" = r dt, 

v étant la vitesse du mouvement du point M. D’après les égalités 
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précédentes, on a, aux infiniment petits près 




£ ( Vm-"V M ) = 

¥'.£■( 

1 

** 

mm 

1 

Ci) 

SV 2 f „/ 

- V / J 

2 Je ■ V 



X 


——— cosO cosQ' ) ds ', 

•ir ) 


co sw 



X 


r 


X 


cos w 



cos 9 cos G' I ds'. 


i r 


On déduit de là, en premier lieu, 


V M < = Vji'. 

La fonction potentielle sur le conducteur fixe, aux points 
infiniment voisins du contact glissant, a la même valeur de 
part et d'autre du contact glissant. 

On a, en outre, 



* 





Entre le contact glissant et les parties infiniment voisines 
du conducteur fixe s’établit une différence de niveau poten¬ 
tiel proportionnelle à la vitesse du contact glissant et chan¬ 
geant de signe avec celte vitesse. 

O 

4° Nous avons supposé que les paramètres /•, cosco, cos B, cosB' 
variaient, avec t , d’une manière continue ; cela a forcément lieu 
pour /’, mais non pas pour les trois autres. 

Supposons qu’un courant arrive par un conducteur AB {fig- 35), 






A 


A 



* 


i 

F 

I 

i 

I 

i 

* 

# 

l 

• 

i 

I 

I 

* 


| 

| 

| 



au temps t , en un autre conducteur présentant deux branches, BM 



CHAP. IX. 


CONTACTS GLISSANTS. j 65 

et bN, dans lesquelles les intensités sont comptées positivement 
dans les sens BM et BN. 

Au temps (/ -f- dt ), le conducteur AB est venu en A 7 B 7 . 

Les deux branches en lesquelles le courant se partage sont 
maintenant B'M et B'N. 

Envisageons l’élément de conducteur BB'. A l’instant t, le sens 

de cet élément était le sens BB 7 ; à l’instant (t dt), ce même 

élément est compté dans le sens B’B. Il a donc brusquement 

changé de sens. Si l’on considère un autre élément ds quelconque, 
on voit que les paramètres 

cos(BB', r), cos(BB', ds) 


auront changé de signe entre l’instant t et l’instant (t + dt). 

Supposons, en premier lieu, qu’une pareille modification se 
produise en un point de l’inducteur. Soit ds' l’élément BB 7 ; soit 
J 0 l’intensité dans la branche BM dont il fait partie à l’insîant t ; 
soit J, l’intensité dans la branche dont il faisait partie à l’inslanl 
(t + dt). 

Nous désignerons par 8^ et to 0 les valeurs qu’ont ces angles à 
l’instant T; à l’instant (t -|- dt), ils ont les valeurs 8 'H-tt, w 0 -f- 7 c. 
Mous aurons alors 

oJ'= Jj— J 0 , 
o cos 6' = — acosôy, 
o cos co = — 2 cos to 0 ; 


les autres paramètres subissent des variations milles ou infini¬ 
ment petites. La force électromotrice élémentaire e ds ds' engen¬ 
drée par l’élément ds' dans l’élément ds a alors une valeur donnée 




e ds ds' dt = —— ( J 0 

2 


Ji) 


[ 



X 


À 


%r 


COSU> 0 -4 


cos0 cos 0 q 1 ds ds r 


2 / 


Comme la force électromotrice représentée par l’égalité (3), 


elle n’est plus de l’ordre de ds ds', mais de l’ordre de 


ds ds' 
dt 


5° Supposons maintenant que le système en question fasse 
partie du circuit induit. Au moyen de notations analogues, nous 
trouverons que l’élément BB 7 est le siège d’une force électromo- 
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trice e ds ds ', donnée par l’égalité 


( 8 ) 


e ds ds' dt = A 2 ( ——— cosion - !-cos0 0 cosO' 1 J 1 ds ds 1 


o.r 


ir 


Soit u la vitesse avec laquelle le contact glissant se meut sur 
MN. La force électromotrice en question est dirigée dans le sens 
de ce mouvement et a pour valeur 


e ds ds' = A 2 u 




i 




X 


cos0 0 cos6' ) J' ds'. 


xr 


D’ailleurs, 


cosioq = — cos( u, ds'), 

cos0 0 = — cos (u, r ). 


Donc, lorsque l’induit renferme un contact AB dont le point B 
glisse sur un conducteur MN formant dérivation pour un courant 
qui y serait amené par AB, si l’on désigne par u la vitesse du dé¬ 
placement du contact glissant B sur MN, il existe entre le point B 
et le point où se trouvait le contact immédiatement auparavant 
une force électromotrice d’induction finie, dirigée en sens con¬ 
traire de la vitesse u, et donnée par l’égalité 




cos( u, ds') 



cosO'cos(ff, r) 



la sommation s’étendant à tous les éléments de l’inducteur. 

Le courant devant toujours avoir une intensité finie, entre les 
points B et B' devra exister une différence de niveau potentiel 


(V 


Vtelle que 


ro) V-V' 


51* 


u 



i 



X 


xr 


cos (u, ds' ) 


X 


X 1 


cosO'cos (u, /•) 


J'ds' 


Cette différence de niveau potentiel entre le point que vient de 
quitter le contact glissant et le point où il se trouve à l’instant 
considéré s’établira forcément, ainsi que nous l’avons expliqué au 

n° 3. 

§ 2. — Induction unipolaire. 

Ces di verse9 expressions de la force électromotrice vont nous 
permettre immédiatement d’expliquer un phénomène qui a donné 
lieu à de longues controverses, controverses qui sont loin d’être 










encore terminées; nous voulons parler du phénomène de l’ induc¬ 
tion unipolaire. 

AA! et BB' ( Jig . 36) sont deux conducteurs circulaires ayant 
même axe; C(7 est un système de courants qui est de révolution 


Fig. 36. 



autour du même axe (pratiquement, on le remplace par un aimant). 
Sur les deux conducteurs AA!, BB' vient s’appuyer un troisième 

y 

conducteur MN que l’on peut animer d’un mouvement de rotation 
autour de l’axe de l’appareil. 

Nous allons chercher la condition de l’équilibre électrique sur 

le système formé par les conducteurs AA' , BB*, MN. 

Prenons un élément ds faisant partie de ce conducteur. Il est le 
siège d’une force électromotrice d’induction qui a pour valeur C ds ; 
lorsqu’on passe d’une extrémité de cet élément à 1 autre, le niveau 
potentiel varie de V à \ r . La condition d’équilibre électrique s ob¬ 
tient en. écrivant que l’on a, pour chaque élément, 

Cds -\- s(V — V') == o. 

m 

| 

Considérons un élément ds du circuit induit qui ne soit pasl un 
des éléments balayés par un des contacts 
t et t -+■ dt. Cet élément étant rigide, on a 


glissants entre les instants 


o ds = o. 
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Grâce à la forme du système, on a aussi 


8 <p ds' = o 


On a donc 




ds — o 


et, par conséquent, 


\ 


T 


V'. 


La fonction potentielle doit, pour Véquilibre, demeure / 
constante le long de tout élément du système induit. 


Au voisinage des points de glissement M et N, des éléments sont 
introduits dans le système ou en sont éliminés. Entre les instants 


t et (t 



dt ), le conducteur mobile passe de MN en M'N'. L’élé¬ 


ment MM 7 est introduit dans la partie AM du conducteur AA' et 
éliminé de la partie MA' du même conducteur. L’élément 



est 


introduit dans la partie 13N du conducteur BB' et éliminé de la 
partie NB'. 


Soit Ds,, l’élément MM'. Soit II 


o 


2 


W 


M 


que prend la même fonction sur toute la partie M'A'M' du cercle 
AA' de la quantité 


1 TT DS ° 
- ll o “77 

z dt 


Soient R 0 le rayon du cercle AA' et £2 la vitesse angulaire du 
mouvement de MN. On aura 


Djq — Ft 0 12 dt 


et 


( 11 ) 


W 


U 


I 


K 0 n 0 ii 


1 


Soit Ds, l’élément NN\ Soit II, la valeur que prend ^?vds> 

orxjiic I élément ds coïncide avec D^. Soit R| le rayon du 
cercle BB . Entre le point N et les points de la partie N'B'B du 
cercle BB' existe une différence de niveau potentiel 


( 11 bis ) 


W 


y 


i 


R, H ! 12 




Rfii 
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Les égalités (i i) et (i i bis) fournissent les conditions de l’équi¬ 
libre électrique sur le système induit. 

Or elles nous donnent 

(12) U — Y = -(HjHj— R 0 n 0 )ü. 

£ 


Ainsi, entre les deux cercles AA' et BB', il existe une diffé¬ 
rence de niveau proportionnelle à la vitesse angulaire du mou¬ 
vement du conducteur MN et changeant de signe lorsque cette 
vitesse change de sens. 

Supposons qu’une communication autre que MN, immobile, 
réunisse les deux conducteurs AA' et BB'. L’équilibre électrique 
ne sera plus possible sur le système qui sera alors parcouru par 
un courant. 

Soit PQ ( fig . 3y) la communication immobile en question. 
Avant l’existence de cette communication, le système tout en- 


Fig. 3 7 . 



tier demeurait parfaitement invariable de forme lorsqu’on faisait 
tourner MN. Cette parfaite symétrie de forme n’existe plus après 
l’addition de la communication PQ. Le système repasse seulement 
périodiquement par la même forme à chaque révolution du sys¬ 
tème. L’intensité du courant induit, si le segment MN tourne d’un 


t 
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mouvemect uniforme, devra, au bout d un temps suffisant, re- 

* V 

passer périodiquement par la même valeur ('). 

Mais supposons ce courant induit assez faible pour qu il soit 

possible de négliger l’induction que ce courant exerce sur lui- 
même en comparaison de l’induction exercée par le conducteur CO. 
Dans ces conditions, lorsque MN tourne d’un mouvement uni¬ 
forme, voyons quelle est l’intensité des courants uniformes et pé¬ 
riodiques qui traversent le système. 

Supposons ce régime périodique établi. Un courant d’inten¬ 
sité J traverse MN de M en N. Au point N, il se partage en 
deux courants : l’un, d’intensité y, passe par NBQ; l’autre, d’in¬ 
tensité /, par NB'Q. Ces deux courants se rejoignent en Q pour 

former un courant d’intensité J marchant de Qen P. En P, celui-ci 
se partage en deux courants : l’un, d’intensité i\ suit le parcours 

PAM; l’autre, d’intensité i', suit le parcours PA , M. 

On a 

J * * V 

= * + «=;+/> 

en vertu du lemme de Kirchhoflf. 

Soient 

L la résistance de MN; 
m la résistance de NBQ; 
m f la résistance de NB’Q; 

I J la résistance de QP; 

L la résistance de PAQ; 
l' la résistance de PA'Q. 

Soit U (K) la fonction potentielle au point K. 

Dans le segment MN n’agit aucune force électromotrice d’in- 
duction. On a donc 




e| U ( M ) — U ( N )] 

L 


( 1 i n ne saurait démontrer cette proposition ; mais on peut la regarder comme 
une application de ce principe dont Laplace fait un constant usage dans la Me - 
ranique céleste, et notamment dans la Théorie des marées : L'état d*un système 
de corps 7 dans lequel les conditions primitives du mouvement ont disparu par 
les résistances qu'il éprouve, est périodique comme les forces qui l'animent 

(Laplace, Mécanique céleste> i re Partie, Livre IV, Chap. III, Art. 16). 
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Dans N BQ existe une force électromotrice d’induction 


on a donc 


2 R! n ! 12 ; 


(à) 


J 


e[U(M) 




2 Rj IR 12 


ni 


Dans NB'Q ne se produit aucune force éJectromotrice d’induc 


tion. On a donc 


(c) 


/ 


[U (N) 


U(Q )1 


m 


t 


Dans QP, on a 


(d) 


J 


s[U(Q) 


U(P)] 


L' 


Dans PAM, on a 


(e) 


ru (P) 


U(M)] 



aR 0 H 0 ^ 




Dans PA'M, on a 


(/) 


/ 


s[U(P) — U(M)] 

l 


Les formules ( b ) et (e) donnent 


(g) 


J 


( m 



ni) [U(N) 


U ( Q )] 


2m'Ri ITj 12 


mm 


Les formules (e) et ( f ) donnent 


(h) 


J 


t(l 



/')[U(P) — U(M)] + 2rR 0 n 0 i2 


il 


Les formules ( a ), («?), (g'), ( h ) donnent 


J 


2 12 [( m -h m’)l RqTIo 


a 



/')/n'Ri TU] 


II' (m 



m') 



m ni (l 



n 


(L 



L' ) ( m 


ni ) ( l 


on bien 


( 12 ) 


J 


2 12 


V tïl 

-T—J, R 0 n 0 -—-yRiR! 

I -h l m -h m 


II 


mm 


t 


l 



V 




L 



L' 


ni 



m 


n 


7 


La quantité 


II' 


mm 


l 



l' 



m 



m 
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varie périodiquement avec la position des points M, N, il en est 
de même des quantités 


V 


l 


V 


? 


m m 


On a donc bien une intensité qui varie périodiquement avec le 
temps, la période étant égale à la durée d une révolution du con¬ 
ducteur MN. 

En général, les deux cercles sur lesquels se meuvent les points 
M, N sont constitués par deux godets de mercure de résistance 

négligeable. Les quantités 

H' mm' 

• / -t- 1' ’ m m' 


sont donc négligeables devant L et \J . 

Soit co 0 le potentiel électrodynamique du conducteur CO tout 

entier sur le cercle PAMA^, parcouru, dans le sens du mouvement 
du point M, par un courant égal à l’unité; soit op le potentiel élec¬ 
trodynamique du conducteur CC ; tout entier sur le cercle QBJNB 7 , 
parcouru, dans le sens du mouvement du point N, par un courant 
égal à l’unité. Nous aurons 

W 0 = 2 TZ R 0 II 0 , 

O)] = 2 TC 11 j II i. 


L’égalité (12) deviendra 



ou, en désignant par T la durée d’une révolution 



Si la durée de la révolution est très petite, et si l’on fait passer 
le courant dans un galvanomètre, on observera seulement son in¬ 
tensité moyenne 


3 



/ 0 -hT 


T 


J dt * 


U 


D’après l’égalité ( 1 3 ), cette intensité a pour valeur * 


3 


I 


io 0 1 r 

. - 4 - 1 / ïïT / 


f 0 +T 


V 


1 



l 


7 Q dt 


u, 


I 



I 


t 

j i 




L.+T 


m 


t 


m 



m 


t 


Ll dt. 
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Évaluons l’i 



On a 



fn + T 


l' 


l 



l 


, 12 clt . 


V 


l 


V 


£2 dt 


arc P A'M 
arc P A' M A 

rfarc P A'M 


arc PA'M 


2 7T R 


o 


Ro 

L’intégrale en question a donc pour valeur 


'=/„•+- T 


i^3 


-iïSi [ta-rA'M?];;;; 

4 

On peut supposer que l’on prenne pour époque t 0 le moment 
où le point M part du point P dans la direction PA. On a alors 


( arc P A' M ) 


t—t 


0 


2 TT R 0 , 


( arc P A' M )/=/ #+ t = o. 

L’intégrale cherchée a donc pour valeur tî, 


De même 


On a donc 



, , N ~ _ 1 Wp — ( 1)1 

(Ï4) ^ T L-f- L' * 

L’intensité moyenne clu courant engendré est en raison 
inverse de la durée de révolution du conducteur tournant . 


Si l’on renverse le sens du mouvement de ce conducteur, w 0 
et (Oj changent de signe sans changer de grandeur. Donc 

L’intensité moyenne du courant engendré change de signe 
sans changer de grandeur lorsqu’on renverse le sens de la ro¬ 
tation sans en modifier la vitesse . 

Si l’on observe que l’on a 

COq = 2 U R 0 Uo> 

0) i -— 2 7T R | R 1 j 


LI T = 2 7 Tj 
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on voit que la force électromotrice moyenne, qui donnerait nais¬ 
sance au courant Jï dans une résistance (L + L'), aurait pour 
valeur 

E = (R o n 0 — RiIMQ. 

Elle est liée à la différence du niveau potentiel qui existerait 
entre les deux cercles BB' et AA' si la communication PQ n’exis¬ 
tait pas, par la relation suivante, qui résulte de l’égalité (12), 

s(V — U) = E. 

Nous allons faire usage de la formule (14 ) pour le cas particu¬ 
lier où le courant de révolution CC' est un solénoïde limité ayant 
pour axe l’axe des deux cercles. Nous supposerons le pôle aus¬ 
tral a du solénoïde ab tourné vers le haut. Il est facile de voir 
que, s’il était tourné vers le bas, tous les effets que nous allons 
décrire changeraient de sens sans changer de grandeur. Nous dis¬ 
tinguerons trois cas : 

i° Le solénoïde ne perce le plan d'aucun des deux cercles 

{fig- 38 ). 

Calculons w 0 et ta,. 

Supposons que le conducteur MN tourne de gauche à droite. 


Fig. 38. 

B' 



D'un point quelconque du solénoïde, on voit la face positive du 
cercle PAMA' et la face négative du cercle QBNB'. 

Soient W Q et *F, la valeur absolue des angles sous lesquels 
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PAMA' et QBNB 


potentiel électrodynamique du solénoïde sur le cercle PAMA' 
aura pour valeur, d’après ce qui a été dit au Chapitre précédent, 


si 


^o&], 


co„ = — q>[V ùa — rir ob ], 

V* 

$ étant la puissance du solénoïde. 

De même, le potentiel électrodynamique du solénoïde sur le 
cercle QBNB' aura pour valeur 


tOi 


Jt 


Cl> [ \F 


l a 


w 


\t> 


La formule (i 4 ) deviendra donc 


(i5) 


3 


5 t 


«ï> 


T L 


L 


-, [W 


0 a 


W 


la 


W 


0 b 


Vu,] 


Si les deux cercles sont très petits, les quatre quantités entre 
crochets seront très petites, et Vintensité du courant induit sera 
sensiblement nulle. 

2° Le solénoïde ab perce le plan de l’un des deux cercles, 
par exemple du cercle inférieur ( fig. 39). 



La direction ba traverse alors une fois le plan de ce cercle en 
passant de la face négative à la face positive. On a 
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et la formule (i4) devient, dans ce cas, 




1 (Ij 

T TTï 7 [Woa 



W lA + 47Tj. 


Si les deux cercles sont très petits, elle devient 




Le courant marche du cercle inférieur au cercle supérieur 
dans le contact tournant : 

Si la rotation a lieu de gauche à droite; 

Si le pôle austral du solénoïde est dirigé vers le haut ; 

Si le solénoïde perce le plan du cercle inférieur. 

En renversant une de ces conditions, on renverserait le sens 

du courant. 

L’intensité clu courant est proportionnelle à la puissance du 
solénoïde ; elle est en raison inverse de la durée de révolution 
et de la résistance des conducteurs qui réunissent les deux 
cercles. Elle ne dépend point d’autres variables. 

3 ° Le solénoïde perce les plans des deux cercles ( fig. 40). 
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et la formule (14.) devient 

^ f | j > f^Oa -t- Vob — 'Fl a — ^*1/» J- 

Si les deux cercles sont très petits, Vintensité du courant 
induit est très petite. 

On voit donc que, dans le cas où les deux cercles sont très pe¬ 
tits, le courant d inductipn n a point de valeur notable à moins 
que 1 un des pôles du solénoïde ne soit entre les deux cercles, et 

7 

l autre en dehors des deux cercles. De là le nom d 'induction 
unipolaire donné par \V. Weber à cette classe de phénomènes. 

Lenz, W. Weber, M. F.-E. Neumann, M. Felici ont, à plu¬ 
sieurs reprises, vérifié expérimentalement l’exactitude des lois que 
nous venons d’établir. 


* 


D. 


III. 


12 
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APPENDICE AU LIVRE XIII. 

COMPARAISON DE LA LOI ÉLÉMENTAIRE I)E L’INDUCTION PROPOSÉE 
PAR M. VON HELMHOLTZ AVEC LES LOIS PROPOSÉES PAR D’AUTRES 
AUTEURS. 


§ 1. 


Énumération des diverses lois proposées pour l’induction 

électrodynamique. 


Nous avons vu que, si e ds ds est la force électromotrice d’induction en¬ 
gendrée dans l’élément conducteur ds par l’élément de courant de lon¬ 
gueur ds' et d’intensité J', on a 


( 1 ) e ds ds' dt 


fV 2 


'S 

O 


2 


ï 


A 


COS 10 


*}. r 


1 


\ 


cosO cosfj' ) y ds ds 


2 r 


Cette loi élémentaire de l'induction a été donnée explicitement par 
M. H. von Helmholtz en 1874 ( 1 ). 

Mais d’autres lois de l’induction avaient été auparavant proposées par 
d’autres auteurs. 

W. Weber 1 '-), qui proposa, le premier, en 1846, une loi élémentaire 
de l’induction, était parvenu, en s'appuyant sur ses idées relatives à l’ac¬ 
tion mutuelle des particules électriques en mouvement, à la formule sui- 


(’) II. vox Helmholtz, Ueber die Théorie der Elektrodynamik. Drille Ab- 
handlung : Die elektrodynamischen Kràfte in beivegten Leitern ( Borchardt's 
Journal far reine und angewandte Mathemalik. Bd. LXXVIII, p. 273; 1874. 
Helmholtz wissenschaftliche Abhandlungen, t. I, p. 702). 

( 1 ) XV. XVf.ber, Elektrodynamische Maassbestimmungen; i° Ifeft : Abhand¬ 
lungen Leibnitzens Gesellschafts. Leipzig, 1846. On trouvera un exposé précis 
et correct des idées de XV. XX r ebcr dans F.-E. Neumann, Vorlesungen iiber 



trische StrÔme Teubner, 1884 ). L’exposé de Maxwell ( Traité d’Électricité et 
de Magnétisme, t. II, p. 507 de la traduction française) renferme de graves er¬ 
reurs qui ont été reproduites dans Mascart et Joubcrt ( Leçons sur VÉlectricité 

et le Magnétisme, t. I, p. G 85 ), et dans Jamin et Bouty (Cours de Physique, 
t. IV, fase. II, p. 455 ). , 
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vante 


e ds ds' dt 


2l 2 k cosO cos 6' d 3 


! 


r 


dt 


[2 cos(c, ds') — 3cos6' cos(p, /•)]*> 
[2 cos (y', ds') — 3 cosO , cos(< ,, ) /■)] v’ 


J' 


r- 


cosÔ > ds ds r dt 


v étant la vitesse aA r ec laquelle se meut l’element ds, et v' la vitesse avec 
laquelle se meut l’élément ds'. 

M. F.-E. Neumann s est surtout occupé de la loi intégrale de l’induction 
exercée par un courant fermé et uniforme sur un conducteur fermé par¬ 
couru par un courant uniforme. Néanmoins, d’après M. Cari Neumann (M, 
la lecture attentive de certains passages ( 2 ) de ses deux Mémoires sur l’in¬ 
duction, écrits en 1845 et 1847) montre que F.-E. Neumann adoptait pour 
loi élémentaire de l’induction la loi exprimée par la formule suivante 


e ds ds' dt 


( 3 ) 


y^^dsds dt 

* dt 

^dr 



X 


I 


dt 


cosw 


X 


‘11 


cos6 cosO' ) ds ds dt 


%r 


Dans cette formule, R désigne la quantité suivante 


( 


4 ) 


R 


Si 2 / 3 

, - cosO cos U — cosco ., 
/•- \ 2 ' ’ 


en sorte que, comme nous le verrons bientôt, R ds ds' désigne la force ré¬ 
pulsive qui s’exerce, d’après la loi d’Ampère, entre les deux éléments ds 
et ds', chacun d’eux étant parcouru par un courant d’intensité égale à 
l’unité. Quant au facteur X, M. F.-E. Neumann hésitait pour lui entre les 
valeurs -1-1 et — 1. 

M. Cari Neumann ( 3 ) a proposé, de son côté, une loi élémentaire de 


(') Carl Neumann , Die elektrischen Krafte. Darlegung und Erweiterung 
der von A. Ampère, F. Neumann, W- Weber, G. Kirchhoÿ, entwickelten ma- 
thematischen Theorien. Erster Theil : Die durch die Arbeiten von A. Ampère 
und F. Neumann angebahnte Richtung, p. 219-222. Leipzig, 1873. 

( 2 ) F.-E. Neumann, Die mathematischen Gesetze der inducirlen elektrischen 
Strome. Schri/ten der Berliner Akademie der Wissenschaften, für 1845 ; 
Berlin, 1846 (fin du § 1 ). — Ueber ein allgemeines Princip der mathemati¬ 
schen Théorie inducirten elektrischer Strome. Lu à l’Académie des Sciences de 
Berlin le 9 août 1847. Berlin, 1848 (les trois premières pa ges du § 4 ). 

( 3 ) C. Neumann, Die elektrischen Krafte , p. 218. — Ueber die den Krâften 

\ 

elektrodynamischen Ursprungs zuzuschreibenden Elementargesetze (Abhand- 
lungen der Kôniglichen Sàchsischen Akademie der Wissenschaften. Math. 
Phys. Classe, Bd. X). 
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l’induction, représentée par la formule 


e ds ds' dt 


( 5 ) 


fj 

J'R —r ds ds f dt 
dt 


2V 2 d t cos 0 di 


,\ 



ds' 


dt 


J' ds ds' dt 


51 2 cos 8 cos 0' dV 

dt 


ds ds ' dt, 


formule qui peut encore s’écrire 


e ds ds 1 dt 


31 2 cosco 


(5 b is ) 


2 


cosO cos 0' dr 

~di 


r 2 


ds ds ' dt 


3 l 2 cosO d 

x r dt 


(J' cosO') ds ds f dt . 


M. H. von Helmholtz (*) a montré qu’en supprimant une des hypo¬ 
thèses sur lesquelles repose la déduction de M. Cari Neumann, on trou¬ 
vait la forme plus générale 


( 6 ) 


e ds ds' dt 


i- c ° SM -c° s8co ll' ± ds ds 1 dt 


% 


dt 


31 2 cosO d 

dt 


(J' cos 0 'ds ) ds dt 



1 + ^ ^ L (cosO cos0'—cosco) ds ds' dt 


x dt r 



Dans le cas où l’on fait 1 


x y cette formule devient 


( 7 ) 


e ds ds ' dt 


3l 2 cos co 


J* 


x 


cosO cosO' dr 

7 ~dt 


ds ds' dt 


3 l 2 cosO d 

dt 


(J' cosO' ds) ds dt , 


qui ne 
le terme 


diffère de la forme (5 bis) adoptée par M. 



Neumann que par 


5 V 2 cos 0 cos 0 ' T , d ds f , , 

— -- j —-— ds dt 


x 


r 


dt 


R. Clausius ( 2 ), à son tour, a donné une loi élémentaire de l'induction, 


( ! ) H. von Helmholtz, loc . cit., § 20 : Das Inductionsgesetz unler Vorausset- 
zung ausschliesslicher Giiltigkeit des Ampèreschen Gezetzes, équation (86). 

( 3 ) R. Clausius, Die mechanische Wàrmetheorie, 2 e édition, Bd. II. Mecha- 
nische Behandlung der Electricitat, chap. X : Anwendung des neuen elektro - 
dynamischen Grundgesetzes au/ die zwischen linearen Stràmen und Leitern 
slattjindcndcn ponderomotorischen und electromotorischen Krafte, p. 298. 
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déduite de ses idees sur la loi fondamentale de l’Électrodynamique, et re¬ 
présentée par la formule suivante 


t 


e ds ds' dt 


9(2 fj 

— ds ds' dt ^ 

dt 


J 


, COS ÜJ 





v' cos(p, ds) 

r 


ds ds' dt 


Dans cette formule, v et v' sont les vitesses des éléments ds et ds' ; 
p. est une constante dont la valeur est inconnue. On remarquera que la 
force électromotrice donnée par la formule de Glausius à la différence 
des forces électromotrices proposées par d’autres auteurs ne dépend pas 
seulement du changement de position relative des deux éléments ds et ds' 
l’un par rapport à l’autre, mais de leur mouvement absolu dans l’espace. 

Sans examiner ici les théories qui ont fourni ces formes multiples de la 
loi d’induction, comparons entre elles les conséquences de ces diverses for¬ 
mules. 


2. — Application de ces diverses lois à l’induction par seule variation 

d’intensité. 


Examinons d’abord le cas où un courant inducteur est maintenu immo¬ 
bile en présence d’un élément induit également immobile. Nous trouvons, 
d’après les diverses lois indiquées, les valeurs suivantes pour la force 
électromotrice induite dans cet élément : 

i° Lois d’Helmholtz [formule (i)]; de F.-E. Neumann [formule ( 3 )]; 
de Cari Neumann-IIelmholtz [formule (6)] : 


( 9 ) 


E ds 


3l 2 


2 


ds 




COSOJ 



— cos 0 cos 0'^ ds'. 


2 r 


dt 


2° Lois de Weber [formule (2)]; de Cari Neumann [formule ( 5 )] 


(10) 


E ds 


5 t 2 


ds 


cos 0 cosO' dV 
r dt 


ds '. 


3 ° Loi de Clausius [formule (8)] : 


(11) 


E ds 


5 V 2 


ds 


2 


cos tu dV 

dt 


ds' 


2l 2 



I* 


*. f 1 ' è 


COSUJ 


ds' 


Commençons par étudier cette dernière. Supposons que l’inducteur pré¬ 
sente au point P un point anguleux (Jig- 40 * Lorsqu on passe par ce 
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point, l’angle u> saute de la valeur to' à la valeur o". Nous aurons alors 


.. d cosio 7 , 

J — - as 

os r 


J 


, COSOJ 


1 


j: 


COSIO 


ff 


COSO) 


r 


0 


P 


0 


1 r cos 

~J ~ 


OJ 


dy 

ds 


ds', 


p étant la distance du point P à l’élément ds. 

Ou bien le conducteur est fermé; ou bien, s’il est ouvert, l’intensité du 




1 

À 



courant est nulle aux deux extrémités; on a donc 


J 


, COS U) 


r 


o 


o 


et la formule (ii) peut s’écrire 


E ds 


2 


ds 


2 



S O) 


dv 

dt 


ds 







cosio c/.J ' 


ds' 


ds' 



2 


l x 


dsi 


. COSIO 


ff 


COS 0) 


P 


P 


Supposons que le courant inducteur soit uniforme, cas auquel 



et calculons la force électromotrice intégrale induite dans un conductcui 
fermé. Cette force aura pour valeur 



cosio di f 
r dt 


ds ds ' 



r 

o 


2 
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tandis qu’elie doit avoir pour valeur 


l v 


3 V 2 JJ cos 


OJ 


(iy_ 

dt 


ds ds ' 


La loi de Glausius n’est donc acceptable que si l’on a 



La formule (n) devient alors 



E ds 




Nous remarquerons maintenant que la formule (9) renferme comme cas 
particuliers les formules (10) et (12). Il suffit, pour en déduire la for¬ 
mule (10), de donner à X la valeur — 1, et pour en déduire la formule (12), 
de donner à X la valeur 1. 

Si nous nous souvenons [Introduction, Chap. I, égalité (6)] que 


cosu» cos8cos0'_ d 2 r 
r r às ds 1 

nous verrons que les trois expressions (9), (10) et (12) de E ds deviennent 
équivalentes dans le cas particulier où l’inducteur est un courant fermé 
et uniforme. Toutes les lois proposées conduisent donc au même résultat 
pour l’induction entre courants fermés, uniformes et immobiles. 


3. — Comparaison de ces diverses lois élémentaires avec la loi 

intégrale de l’induction. 


Nous allons maintenant discuter ces lois pour le cas où il y a mouve¬ 
ment des conducteurs. Auparavant, nous commencerons par introduire, 
dans la loi de Clausius donnée par la formule (8), l’hypothèse p = o, sans 
laquelle nous savons qu’elle serait inacceptable. La formule qui exprime 

cette loi deviendra alors 


e ds ds' dt 


(13) 


— ds ds' dt ^ ( J ' 

2 dt \ r 


3C 2 



J 


t 


à vcos(v } ds r ) 0 v cos( ds ) 1 c f s c ls di 


% 


ds 


r 


ds f 


r 


Supposons l’inducteur fermé et uniforme, 1 induit f e t me, et cheichons 
lans quelles conditions la force électromotrice intégrale d’induction don- 
îée par les formules (2), ( 3 ), ( 5 ), (6), (i 3 ) aura la valeui 
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admise comme certaine depuis les travaux de M. F.-E. Neumann et de 
W. Weber. 


i° Loi de Clausius . 


Soit P un point où, sur l’induit, existe une ligne de glissement. En ce 
point, la vitesse p varie d’une manière discontinue; la grandeur géomé¬ 
trique qui la représente passe brusquement de p 4 à p 2 ; l’angle tu varie de 
toj à ü>2. En ce point s’introduisent des éléments nouveaux A s\, às%. On a 


à p cos (V)ds') 


âs 


ds 


p 2 cos(po, ds 1 ) — C] cos( c l7 ds') 


r 


(V ds 


d 

dt 


/ COStü 

r 


ds 


7 ds 
a — 

_. eosco dt , 

J-7- ds 

ds 


r t I / 

J - [ COSüq —— 

dt 


A s 



COS Ui.7 


r 


\ 


A dt 


Soit de même P' un point où l’inducteur présente une ligne de glisse¬ 


ment. Nous aurons 


n 


p' cos(p\ 


r 



ds 


v [ 2 cos ( e' 2 , ds ) — v\ cos ( , ds ) 


r 


et 



ds 


, d 

dt 


Çy costo 


ds 


d_ 

dt 


Ç f y — t0 

d d 


ds ds' 


J 


d 



J 


, costo 


ds' 

dt 


r 


ds 1 


\s\ r costo; 

dt J r 


A $2 /*COSU> 2 

dt J r 


- ds 



La formule (i 3 ) donne donc 


C dt 


912 


'V 

0 


2 


(r ff—* 

V « J * J * 




SK- 


2 


J 


, rr CO SW 


dos 

ds 


d os' 

~cl 7 




f 


cj »> 

- — jw a^ 


2 




ds '-h As 



9^2 


2 


c* 2 


2 


J 


2 f ^ ds' 
h Ai-; c/i h- Ai-; y c _2î^l c i s \ 

' <// f 


COS ( P 2 , <&') 


ds — Pj r// 


COS( Pi, ) 


/* 


J 



d 



cos( P 


f 

•2 1 




c/.s 


/ / | cos ( p 11 ds ) , 

v\ dt I - - - ds 


r 
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Ce résultat dilTère notablement de celui qui nous est présenté par l’é¬ 
galité (i 4 ). Pour que ces résultats concordent, il faut et il suffit : 

Que l’inducteur et l’induit ne présentent pas de lignes de glissement, ce 
qui fait dispaiaître les trois derniers termes du second membre5 

Que l’inducteur et l’induit soient inextensibles, ce qui fait disparaître le 
deuxième terme du second membre. 

Donc, pour que la loi de Clausius concorde avec la loi de l'indue- 

* 


teur 


ts fermés et uniformes , il faut et il suffit 

formés de fils 


contacts glissants . 

2 0 Loi de Weber . 

Soient dl et dl les éléments de chemin parcourus, pendant le temps dl , 
par un point de chacun des éléments ds et ds\ L’égalité (2) pourra s’écrire 


e ds ds ' dt 


3 l 2 t \__ dr àr d] f 

r ds ds 1 dt 


2 r 



2/ 


à ' 2 r 
ds’ dl 

à ' 2 r 
às r dV 


dr di 



ds' dl J dt 

dr dr\ dl 


ds dV 1 dt 



dr ) T , 

- — J' ds ds dt. 
2 ds 


Nous aurons alors 


C 


3 l 2 di' 


di f f 1 

dt 1 J . r 


dr à1 


ds ds 


7 ds ds' 


( 15 ) 


21 2 J' 



i 


à 2 / 


i dr dr\ àr dl 


-2 


ds 


f 




3 t 2 J' 


i.i i 


à 2 r 

àTdï' 


2 ds' dl'J ds dt 
\ dr ùr \ dr dl' 


ds ds' 


2 ds' dl' 1 ds dt 


ds ds 


Nous allons transformer cette expression. 

Nous marquerons la position d’un point sur l’induit non par l’arc s qui 
lui correspond à l’instant t , mais par l’arc a qui lui correspondrait à un in¬ 
stant arbitrairement choisi nous marquerons de même la position d’un 
point sur l’inducteur non par l’arc s' qui lui correspond à l’instant t , mais 
par l’arc a' qui lui correspondrait à l’instant t 0 . 

Soient f/a, d<j' les longueurs des éléments ds , ds' à l’instant to. Nous 


pourrons écrire 


C 


% 2 di' 


dt 


( [5 bis) 



SI 2 J' 


U? 

f fp-( r 

7 <J da 1 ' 


ds ds' 


ds ds' 



% 2 3 ' 



d 2 r 

1 

dr 

àr\ 

i dl 

àr 

d<j’ dl 

2 

da' 

di j 

' dt 

da 

à 2 r 

1 

dr 

dr\ 

dV 

àr 

da' d l 

2 

dz‘ 

di’) 

dt 

da 


d<J d? 


f/a f/a'. 
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Considérons la quantité 


On peut l’écrire 


ff 


r r i d*r 

X X' Mà 


dr dl 


dl da dt 


da dd . 


à ( i dr àr\ dl 


dl V r da dd / dt 


da da 1 



dr à /1 àr\ dl 
, di* dl \ r da) dt 


da dd . 


D'ailleurs, 


On a donc 


(c(>) 


d ( 1 dr 


i 


à 2 ; 


dl V r da 


r d<r d/ 


f f fl ^1X1 

X X v>■ ^ 


ï dr d/ 


r 2 d<x d/ 


i d/’ dr \ dr dl 



à 


dl 
i dr df 


2r 2 dd dl J da dt 


dada 


dl 


, dl \r da dd j dt 


da dd 



r d 2 r 


ï dr dr \ dr dl 


<7 G ' 


r da dl 


2 r 2 da dZ 7 da' 


dada 


Considérons maintenant la quantité 



ï d 2 a* d/ 1 o?/ 


r da dZ dd dt 


- dadd 


On peut écrire 


ï dr d/’ dl 

r dl dd dt 


La quantité 


d /1 dr dr dl 
da \ r dZ da' dt 


ï d 2 / 


r da dd 


i dr dr \ dr Al 
r 2 da da' j dZ ^7/ 


ï dr dr d 2 Z 


r da' dZ da d/ 


i dr dr dl 


r dl dd dt 


varie d une manière continue le long du circuit sauf aux points où ce 
üducteur présente des contacts glissants. Supposons qu'il présente en P 


un contact 


dl\ 

dt] o 


glissant. Les quantités ^ y passent des valeurs f^\ y 


dl dt 



urs 


dr 

Tl 


\ 


<M 

dt 


dl] 


i 
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Nous aurons donc 


et 


( 17 ) 


/ 


f 

K J „■ ' 


d 2 r di 



dsdl ds’ dt 


ch ch 


t 


'<U\ 

\dt) i „ 




àr 


1 às 


7 ds' 



dr 


0 


ds 


7 ds 1 


1 àr à? 


à?* dl 


r 0ede 


r 2 àe de' 1 dl dt 


de dd 


a i dr àr 

r dl d<j' 



de dt 


de de f 



x d 2 / 


t dr àr\ ôr dl 


e *• 0" 


r de dl 


r 2 de dl / àe f dt 


de de 1 




0 



dr 

Tl 



1 


à 2 1 


1 dr dr 


dr dl 


r de de' 


ir 2 de de' J dl dt 



r r 1 àr dr 

r dl da' 


d 2 1 

da dt 


ds ch’ 


Considérons enfin la quantité 


CfJ 


à 2 r dr dl 


de de' dl dt 


de de * 


On peut écrire 

1 d 2 r àr dl 
r de de' dl dt 


dr 


0 


ds 


; ds' 


à f 1 àr àr dl 


1 à 2 r 


1 àr àr\ àr dl 


àe' V r àe àl dt 


r àe à l 


r 2 de' àl 7 àe dt 


La quantité 


1 àr àr dl 
r de àl dt 


variant (Lune manière continue le long du contour s', on a 


et 


( 18 ) 



<7 «-'(T 


1 à 2 r àr dl 

r àeàe' dl dt 


de de' 



r à 2 r 



ï à 2 / 


•'G 


r àeàe' 



à 2 / 



1 àr àr\ dl àr 


r 'àe' àl r 2 àe' àl I dt àe 


de de' 


ï àr àr 


dr dl 


2/’ 2 àe de J àl dt 

1 àr àr\ dl àr 
2 ~ 2 àe' àl ) dt àe 


de de 


de de 
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Les égalités (16). (17), (18) donnent 


(' 9 ) 


•si a 


O 2 1 


i dr dr\ àr cil 


di f dl 



à / 1 dr or 


,dl\r di di J clt 


*ir 2 di f àl I ài dt 

cil , , , ( dl 

didi -\- 


didi r 


c\ 

1 «_• 1 



dr 

-, ds' 


J ds 



dr 


0 


ds 


7 ds' 



1 dr dr d 2 l 


1 <J f 


r 



ài' àidt 


di ds* 


Nous avons de même 


(16 bis ) 


( 17 bis ) 



1 d 2 r 


1 dr dr\ dr dl ' 



r 2 da' dV 1 di dt 


di di f 



d 


i dr dr \ dV 


, dV \ r ài ài r J dt 


didi r 



i à 2 r 




(T ^ < 7 ' 


i dr dr \ dr dV 


\r 

i 

"o 

b 

2 r ' 1 

: da 

dr 

) ài 

dt 

i 

d 2 r 

} 

dr 

dr\ 

dr 

dl' 

r 

"5 

b 

2 r 2 

Ol 

dlj 

da' 

dt 

i 

d 2 r 

i 

Or 

dr x 

\ ^ r 

dl' 

r 

dada' 

2 7-2 

Oi 

da' j 

f dl' 

dt 


di di 


ch ch' 


di di '. 


Soit P' un point où l'inducteur présente un contact glissant. En ce 


dr 


dl; 


|,0,nt ’ 37 ct dt 


passent des valeurs 


dr 

dT 


et 


o 


et 


dl 

clt 


î 


Si donc on remarque que 


dl 

dt 


aux valeurs 


o 



4 

I 


i d 2 r dr dV 


à /1 dr dr clV 


r OiOi dV clt 


di \ r d<j àl' clt 


r 


à 2 ? 


i dr dr \ dr dl 


r Oi'Ol 


r 2 da dl / da dt 


i dr dr d 2 l 


r da dl di'dl 


on trouve l’égalité 


18 b is ) 



i à 2 r 
r OiOi 


î dr dr \ 
2 r 2 da da'/ 


Or cil 
Ol dt 


di di f 




i Or Or 
xr 2 da' Ol 




i Or Or 
r da dl 


d 2 l 

da ôt 



i dr /dr 
r Os \d/' 

ch di 1 
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Les égalités (16 bis), (ly bis), (18 bis) donnent 


(19 bis) 


m 

a 


d 2 r 

d<j â(j f 

à 


1 dr dr \ àr cil 


2 r 2 da f àV / ôg dt 


dadd 


1 àr à7 


dV 


, àV V r ôg d<j f l dt 


ch da' 



\ 


dV\ 

dt ) 


\ 



IB 


1 dr ldr 
r às \ àT 


àr àr à~V 



ds 


1 


\ 


dr 

dt 


0 


r 1 àr 

,) r ds 


ds ôl d<y' dt 


d (j d<y'. 
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dr 

dî'h 


ds 


Considérons le contact glissant P de l'induit ( fig . 42). Il est en P à l’in¬ 
stant i. A 1 instant (t -+- dt ), ce contact glissant est en II. Les deux points 


Fig. 42. 



du conducteur qui étaient en contact à l’instant t sont, à l’instant (t -H dt), 
en P 0 et P A . On a 

PPo=c^o, PPi = ^i, P 0 n = A.y 0 , nP!=As,. 

Exprimons que les deux contours PPoïT, PPiII ont même projection sur 
la droite r. Nous aurons 



et, par conséquent, 

, . (dl\ (àr\ tdl\ (dr\ [às 0 /dr\ As t { àr\ ] 

||^ \di)o\dl)o \dt) 1 \àl)i~'\_dt \ds )o dt \ds )i\' 

De même 



(20 bis ) 
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En vertu des égalités (19), (19 bis), (20), (20 bis), l’égalité (1 


5 


1 * 


Si 2 





1 dr à7 


: U ' 
y U 
r U, * 


r 

7 ds ds f 


+ J' 


A s 


o 


1 


+ J' 


dt j s , r 
Asi 





dt 
A s 



.1 


r 1 

„ / r 

, as', r 1 

«A /• 


1 d/’ dr \ 


d/ V r da du' / rfr 


d<s dv 


1 dï ’ dr \ é//' 
r d<r da' / 


r/d c/a' 



d/ 


0 


ds 


- r/.s ' 


I i 

t Or \ 

dr 

r ' 


0 ds 

I 

/dr N 

i d / 1 

r 

\às'j 

'0 ds 

T 

/ dr N 

1 ^ 


r/s 


r/s 


t 


i ds 


ds 


3 V 2 



J' 


2 



dr dr d 2 /' 


dr dr d 2 / 


ds d/' ds' dt 


ds dl ds dt 



evient 



t» « 


Il est facile de voir que cette ég 


( 21 ) 



î t 


ut encore s écrire 


/ 


r 


d 


•> 


dt 


J 


■ft 

* S * ,s’ 



c/s f/.v' 


< 


31 * 



J' 


\ 



i / d/' dr d 2 /' 


r V ds d/' ds'd£ 


--h 


dr d/* d 2 / 


ds' d/ ds d? 



n j i i* 

iH * 



De cette égalité, il résulte que la loi de Weber ne 
général, lorsque Vinducteur et Vinduit sont mobiles } avec la 
F.-E. Neumann . 

3° Loi de F.-E. Neumann . — 


, en 



D’après la formule (3) on a 


C 


J 


( 22 ) 




SI* r/J' 


dr 

11 ds' 


dt 


2 



1 -t- X i — 

-COS (.0 - 

2 r 2 / 


X 


cosO cosO' 1 </s ds 


t 

«r t 


D’après l’égalité ( 4 ) 


R 


* 2/3 A A' 

- cos!) COSI) —COS 10 

2 


/ 


Or on a [Introduction, Chap. I, égalités ( 5 ) et (7)] 



d/ 


Os 


cosO' 


Or 

Os 


ï 


COS W 


dr d/ 


d 2 / 


\ 


ds ds' 



ds ds' 
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• 9 ' 


On voit donc aisément que l’on peut écrire 


ou encore 


Étudions la quantité 


( 23 ) 


U 


R 


R 


dr 

R dsds 
dt 


1 




î 


d 2 r 2 
ds às f y 


r 


4 




1 i 
dr 2 à-r 2 


dr ds ds' 


? 


v 



i l 

dr % à 2 r 2 dr 


dr ds ds' dt 



? 


qui peut encore s’écrire 


(23 bis) 


/ C* 9 



On a identiquement 


1 i 
dr 2 à-r 2 



1 JL 
à 2 r 2, dr 2 


da da' dt 


d<j dv f . 


à I dr 2 dr 2 


à 


I i v 

dr 2 


*2 


da da' 


da 


da' 



da' 


dt d<r ; 


rf / dr 2 dr 2 




da <h r' 


Nous avons donc, d’après les égalités (23) et (23 bis) 


( 24 ) 


u 


dr 

R -7- t/o f/o' 

dt 


2 20 



'' (j (7' 





d I 

/ . i 
dr % 

1 

dr 2 

do- ' 

\ dt 

do' 

d | 

( dr 2 

1 

dr 2 

do’ 

\ t/* 

da 

f/ | 

/ I 

d/- 2 

j. 

dr 2 

dt 

\ do 

da' 


t/a t/a r 


t/a t/a 


t/a d? . 


Mais on a 


( 25 ) 


et 



(25 


( 


K 

G «- (7 


1 i 

t/r 2 dr 2 


t/£ do 


f/s t/s' 


d 


i i 
t/r 2 dr 2 


1 

\ 


do' \ dt do 


1 r 1 dr 

4 J. r às 


ds ds' 


dr 

dt 


1 f 1 

A ! r 

-i *J s 


Ô1 


1 


1 


d/ 



4 J ■ r ds ' 


dr' 


ds' V dt 


dr 

dt 


ds -b 


1 


1 r 1 or 

4 J s r à s 


1 dr ! dr 

dt 


ds ' 


1 


f/s' 


0 


t/s 


/ 0 



APPENDICE AU LIVRE XIII, 



Soit r 

duit 


et aussi 


Donc 



dt la distance du point O à l’élément d$ f . On aura, sur 





De même, sur l’inducteur 



Les égalités ( 25 ) et (25 bis ) deviennent donc 





dv da 





lin vertu des égalités (26) et (26 bis), l’égalité (24) devient 




d / ï dr ôt 


, dt V r ô'i ch' 




ce qui peut encore s’écrire 









l’égalité (22 1, où l’on peut donner a X 
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valeur arbitraire, par exemple la valeur —i, devient 



3 l 2 d /,, Ç r cos 0 cos6' 

i dt ( JJ, r 

\ S S 




La loi élémentaire de Vinduction donnée par M. F.-E. Neumann 
conduit donc en toutes circonstances à la loi intégrale de Vinduction 
entre courants fermés et uniformes donnée par le meme auteur ( 1 ). 

4 ° Loi de M . Cari Neumann . — D’après l’égalité (5), la loi de M. Cari 
Neumann donne 


t* 


dV r r 
dt J , 

• y S S 


cosO cosO' 


ds ds' — J 


’ff 


R ~ds ds’ 
dt 


%r- 



j' 



d 


cosO di 


S V s 



dt 


ds ds\ 


ou bien, en vertu de la formule (27), 


C 


^ d 

dt 


(28) 


r 


a 2 


f 

\ 



r /j, 

r UM ” 


cos0 cos 6' , ,, 

- ds ds 


cosO dr' 

dt 


ds ds’ 


La quantité 


cosO dr 
r dt 


varie d’une manière continue le long du contour s’, sauf aux points où ce 
contour présente des contacts glissants. Supposons que le contour s’ pré¬ 


sente en P'un contact glissant où 



passe de la valeur 



Nous avons 



à la valeur 



Mais nous savons que 



(’) C’est évidemment par erreur que M. C. Neumann (Die elektrischen Kràfte, 
p. 227) énonce cette proposition que la loi élémentaire de M. F.-E. Neumann 
ne concorde avec sa loi intégrale que dans le cas où l’inducteur ne présente 

aucun contact glissant. 

D. — III. l3 
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La formule (28) devient donc 


P 

O 


3 t 2 d_ 
dt 


c,os0 cosO' 


(29) 


(‘■SS—- 


ds ds' 


St 


J'f As 


cosOf, COsO 


, r cos0ü 
0 / r 


ds 



r 

. C cosfKcosO , 
A $\ / - L —— c/s 


En comparant cette formule à la formule (1 4 )? 011 arrive au résultat 


suivant : 


Pour que la loi élémentaire de Vinduction donnée par M. Cari 
Neumann concorde avec la loi intégrale de l induction entre courants 
fermés et uniformes donnée par M. F.-E. Neumann, il faut et il 
suffit que Vinducteur ne présente aucun contact glissant ( 1 ). 

5° Loi de M. Cari Neumann, modifiée par M. H. von Helmlioltz . 

La formule (6) donne 


1 C 


2t 2 dV 


f 


% 


:V- 


> 


dt 



cosô cosO' 


ds ds’ 


S 



R ÿ ^s rfs' 
dt 


J' 


3 o ) 



, ds 

i' 


d /cosO d/r 

dt 


ds ds ' 


j; J, r r cosO_c 

2 X X r 


cosO cosO' 7 o ds' 

- ds —T— 

dt 


3l 2 i 


2 


X d 


dt 


/ 


j' 



cos 0 cos0 


/ 


cos CO 


ds ds* i. 


Si l’on observe que l’on a 



co 


s 0 


cos 


0' 


ds ds f 


r 


s 



S s' 


CO S (U 


r 


ds ds 


t 




et si l’on tient compte des égalités (28) et (29), l’égalité ( 3 o) donnera 


St 2 d 


2 


It. 


J 


\ 


fl 


cosO cosO f 


ds ds f 


r 


„/As; 


2 



cos 0 a cosO 


I ■ 0 "'~ ds 

\ dt 



\ 


s 


r 




cosO'. cosO 


ds 


r 


s 


IJ 


cosO cosO' 


ds 


8 ds' 


r 



o d ifi 



Cette égalité, comparée à l'égalité ( 1 4 ), montre que, pour que la loi 

, H. von Helmlioltz concorde avec 
; courants fermés et uniformes 

donnée par M . F.-E. Neumann, il 
soit formé de fils inextensibles san 


faut et il suffit 


(’) M. Cari Neumann énonce par erreur (Die elektnschen hriifte, p. 227) 
que la loi élémentaire de Tinduction qu’il propose concorde, en toutes cir 
stances, avec la loi intégrale de l’induction entre courants fermés et uniformes 

donnée par M. F.-E. Neumann. 
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CHAPITRE PREMIER. 

ÉNERGIE INTERNE D’UN SYSTÈME DE COURANTS LINÉAIRES. 


§ 1. — Théorèmes fondamentaux sur l’énergie interne d’un système 

de courants linéaires. 

Lorsqu’un système électrisé ne renferme pas de courants, 
l’expression de l’énergie interne de ce système est connue. Si l’on 
désigne cette énergie interne par U, on a 


(>) 


EU 


ET 



W 




e 




dû) 




Y étant l’énergie interne du système à l’état neutre; 


Wle potentiel électrostatique ; 

q une des charges électriques que porte le système; 

0 une quantité qui dépend de la nature du corps où se trouve la 

charge q et de sa température; 

enfin le signe V s’étendant à toutes les charges électriques du 
système. 

Cette expression n’est plus démontrée pour le cas où le système 
renferme des courants. Nous admettrons toutefois que la varia¬ 
tion d’énergie interne d’un système qui renferme des cou¬ 
rants est égale à la variation de la quantité U calculée par la 
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formule précédente, toutes les fois que les conducteui s ti a- 
versés pcir les courcints demeurent immobiles et que le flux 
électrique qui traverse chaque élément de ces conducteui s 

demeure invariable de grandeur et de direction. 

Cette hypothèse forme le point de départ de l’étude de la quan¬ 
tité de chaleur dégagée par un courant thermo-électrique ou hy¬ 
dro-électrique (t. I, p. 552.). 

Cette hypothèse entraîne la conséquence suivante : 

L’énergie interne d’un système qui renferme des courants a 


pour expression 


( 2 ) EU =EY + W+2( 0 - T ^)'7 +- EU '> 

la quantité U 7 demeurant constante si les divers conducteurs qui 
composent le système demeurent immobiles et si les divers cou¬ 
rants qui traversent ces conducteurs demeurent constants. 


Tout d’abord, la manière même dont est introduite la quantité U' 
montre que la quantité U' doit se réduire à zéro si tous 



courants que renferme le système viennent à s’évanouir. 

La quantité U', comme la quantité U, doit dépendre exclusive¬ 
ment des quantités qu’il est nécessaire et suffisant de connaître à 
tout instant pour que l’état du système soit lui-même connu à 
tout instant. Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 


La quantité ne dépend pas des dérivées par rapport au 
temps de coordonnées des divers points matériels du système, 
ni des dérivées par rapport au temps des intensités des cou¬ 
rants qui traversent le système. 


Cette proposition entraîne une première remarque fondamen¬ 
tale sur la nature de la quantité U 7 . 

Parmi les paramètres qui définissent le système se trouvent non 
seulement la forme et la position des conducteurs qui le com- 

g. 

posent, non seulement les intensités des courants qui traversent 
ces conducteurs, mais encore l’état physique et chimique des con¬ 
ducteurs et les charges d’électricité libre qu’ils portent. Or la 
proposition précédente entraîne cette conséquence : 

La quantité U 7 dépend uniquement de la forme et de la po¬ 
sition des conducteurs qui composent le système et des inten¬ 
sités des courants qui les traversent. 
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Soient en effet a, (3, ..~k les paramètres qui, joints à la forme 
et à la position des conducteurs, aux intensités des courants qui 
les traversent, achèvent de déterminer l’état du système, c’est- 
à-dire ses propriétés physiques et chimiques et la distribution 
qu’y affecte l’électricité libre. D’après ce que nous avons dit de la 
quantité U', cette quantité ne doit pas varier si les paramètres a, 
P, ..\ varient seuls, en sorte que l’on doit avoir 



quelles que soient les valeurs des variables dont dépend l’état du 
système, et quelles que soient les valeurs de cfa, dfi, ..., cCk. 

On doit donc avoir, quelles que soient les valeurs des variables 
dont dépend l’état du système 





ce qui démontre la proposition énoncée. 

Cette démonstration ne serait plus valable si la fonction U' dé¬ 
pendait des dérivées par rapport au temps des coordonnées et des 
intensités J on ne pourrait plus dire, en effet, que l’égalité 



a lieu quelles que soient les valeurs des variables dont dépend 
l’état du système; elle aurait seulement lieu dans le cas ou les dé¬ 
rivées par rapport au temps des coordonnées et des intensités se¬ 
raient supposées égales à o. 

Ce que nous venons de dire sur l’énergie interne d’un système 
électrisé et parcouru par des courants suffit pour assurer la légi¬ 
timité des raisonnements renfermés dans les Chapitres suivants. 
C’est donc à titre de pure curiosité que nous allons pousser 

plus avant l’étude de la quantité U / . 

§ 2._Détermination plus complète de la quantité U . 

La détermination de la quantité LJ 7 ne saurait etre poussée plus 
avant si l’on n’invoquait l’hypothèse suivante : 


l 



igB 
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La quantité U 7 est de la forme 


U' = ^ © ds ds 

/ j i 



7 


ds et ds' étant deux quelconques des éléments qui composent le 
système, et cp une (quantité qui dépend de la position mutuelle 
des deux éléments ds et ds' et des intensités J et J' des courants 
qui circulent dans ces deux éléments. 

Le signe indique une sommation qui s’étend à toutes les 

combinaisons distinctes que l’on peut former en prenant deux 
à deux les éléments des divers conducteurs du système. 

La première proposition que nous démontrerons est la suivante : 

La quantité cp est proportionnelle au produit JJ' des inten¬ 
sités J et J' des courants qui traversent les éléments ds et ds 1 . 

Soient en effet J 4 et J 2 deux quantités telles que 

J | I — J 2 * 


j 

Regardons l’élément ds soit comme un élément unique, par¬ 
couru par un courant d'intensité J, soit comme l’ensemble de deux 
éléments juxtaposés, l’un, ds t parcouru par un courant d’inten¬ 
sité J|, l’autre ds% parcouru par un courant d’intensité J 2 . La va¬ 
leur de LF doit évidemment demeurer la même dans ces deux 
manières de voir. Or la substitution de la seconde manière de 
voir à la première a pour effet de substituer dans U' l’ensemble 
des termes 


ds 



©(.!,, J') (L, j') ds' 


7 


au terme unique 


ds y o ( J 2 , . 1 ') ds'. 


On doit donc avoir, de quelque manière que soit co 



système 



[<?(J 


1 



J 2 ) J ) 


- <p ( J 2, J')] ds' — O. 


Soient C, le conducteur dont fait partie l’élément ds ; C 2 , ••• 
L/i les conducteurs qui forment le reste du système. On aura 


5 


Ç ©(J/ JJ) ds'i -+• Ç cp ( J , J ) ds'., -i-... Ç cp(J,J n)ds n . 

d Ct Jc n 


"y <p(j, j')*' 
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L’égalité précédente devient donc 


r 99 


c, 


[?(J 



J 2 , j; )— ? (j l5 j; )_ cp(j 2 , j; )j ds\ 


(3) 



f [?(Ji 


J 2 , J 2 ) 9(J‘2> 3 2 )] ds'% 


m # 



\ 

\ 


c 


[<?(l+l, J«)— K)-<p(j 2 , j;j] ds' n 


O 


n 


Supposons qu’on laisse au circuit C f sa forme, mais que les 
circuits Co> -. C n soient infiniment éloignés. Le premier terme 
de la somme précédente conservera sa valeur. Les autres devien¬ 
dront égaux à o. L’égalité précédente devant subsister, on aura 


sûrement 


(4) 


[?(Ji + L ) — '?( Ji> L)— ?(L, J 2 )] ds\ 


O 


Ramenons ensuite le circuit C 2 à sa position primitive. L’éga¬ 
lité (3) nous donnera 



X h< 

fj‘ { 


9 ( J 2? J 1 )] ds 1 


J J 



21 ^ 2 ) îp ( J 1 j J 2 ) ( ^2 ? ^ 2 )] ds 2 


O, 


ou bien, à cause de l’égalité (4), 


(5) 


f t?( j 


1 



>b> L ) ^(Jlj *^2 } ( J 2 » J2 )] 2 


O 


L’ensemble des égalités (4) et (5) démontre la proposition sui¬ 


vante : 


U intégrale 


J [?o 


1 



J 2 ,J' 


\ 

; 


cp(Jj, J')— ?(J 2 , J')] ds\ 


étendue à une courbe fermée quelconque, à laquelle appartient 
ou n’appartient pas Vélément ds, est égale à o. 

Cette proposition exige que l’on ait 


( 6 ) 


ç(Ji ■+■ L» L)—) 


X-<P(y, 
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x\ y', z' étant les coordonnées d’un point de l élément ds' et <ï> 
une fonction uniforme de J 7 , x',y\ z '; cette fonction qui peut 
aussi dépendre des paramètres relatifs à l’élément ds. 

Mais on a 

d , , dx' <?4> dÿ d4> dz' dY 

ds' i x % .y i ^ ) ÿ x < rfg 1 _+ " fiÿ rfg' dz' ds' dY ds' 

dY 

Le premier membre de l’égalité (6) ne dépendant pas de -p, il 
doit en être de même du second. On a donc 



<ï> ne dépend pas de L. 

Cela étant, considérons dans le système un élément ds' par¬ 
couru par un courant d’intensité nulle. On doit obtenir pour U' 
la même expression, que l’on considère cet élément comme étant 
dans le système ou n’y étant pas. Cela entraîne évidemment cette 
conséquence : 

L’intégrale 



étendue à une courbe fermée quelconque, est égale à o. 
On en déduit, en vertu de l’égalité (6), 



ou bien 




( j étant une quantité indépendante de la position de l’élément ds’. 
C peut dépendre de la forme du circuit auquel appartient l’élé¬ 
ment ds. 

Posons 




No us aurons 
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L’égalité (6) pourra s’écrire 


(6 bis) 


cp(J 


1 



J*, J') 




-S') 
à s' 


et l’on aura 


z ') ds = o, 


l’intégration s’étendant à un contour quelconque. Cette conditioi 
exige que l’on ait 


i 




î 


à 

Os 


^ ( J11 se i y j )? 


œ,J', z étant les coordonnées d’un point de l’élément ds et W une 
fonction uniforme de J l5 J 2 , x, jk, z. 

L’égalité (6) devient alors 


o(J 


()2W d)i 


?(Jlj J ')— ?( J 2, J') 


d^W dh 


0*W dx 


dJ i Os' ds 



dJ » Os' ds 



Ox Os' ds 



d*W dy 


dz 


dy Os’ ds 


dz ds' ds 


Le premier membre ne dépendant pas de il doit en être 


ds ’ ds 


de même du second. On a donc 


dli ds' 


o 


ôJTàs' 


o 


î 


ce qui nous prouve que le second me 
dépendant de J, et de J 2 . 

Cela étant, posons 



de 1 


î t 

e g 


alité (6) est in- 


y(j.j') 


à f(J, J') 


L’égalité (6) nous donnera 


/(J 


i 



J 2 , j') = /(J 1 ,J'), 


quel que soit J 2 ; par conséquent, la quantité 


/(LL) 


d«p(J, J') 

àJ 


est indépendante de J. On démontrerait de même que 


d«p(J,J') 

dj' 




lui 
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est indépendant de J 7 , ce qui donnerait 

(S) <p( J, J') = AJJ'-f- BJ -4- CJ'+ D, 

A, B, C, D étant quatre quantités indépendantes de .1 et de J'. 
De cette égalité (8), nous déduisons 


®(Ji H- J 2 , J'.) — J') — ?( J 2, J') = — (GJ'-t- D;. 

Le second membre de Légalité (6) étant, comme nous l’avons 
prouvé, indépendant de J', on voit que l’on a 

C =o. 

On prouverait de même cjue l’on a 

B — o 

et, par conséquent, 

* 

( 9 ) cp(J, J')= AJJ'h- D. 


En visageons un élément que ne parcourt aucun courant. On ne 
doit pas altérer la valeur de U 7 , soit que l’on regarde cet élément 
comme faisant partie du système, soit qu’on le regarde comme 
ne lui appartenant pas. Or la première manière de voir augmente 
la valeur de U 7 de 

D \ ds'. 


On doit donc avoir 

U — o 


e', par conséquent, 

lio) • <p(J, J') = AJ J'. 

C. Q. F. D. 


Démontrons ensuite cette seconde proposition : 

La quantité A change de signe, sans changer de grandeur, 
lorsfu on renverse le sens de parcours de l'un des éléments 

ds, ds . 


Supposons que l’on renverse le sens de parcours de l’élément ds. 


La quantité A devient A 7 , 
leur de U' ne doit pas clia 


La quantité J se change en 
nger. On doit donc avoir 


J. La va- 



A J' ds' = — 



A'J' ds', 
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quelles que soient les positions des éléments ds' et les intensi¬ 
tés J 7 . Cela ne peut avoir lieu, en général, que si l’on a, comme 

nous l’avons annoncé, 

A = —A'. 

Cette proposition démontrée, imaginons un système formé de 
n circuits i, 2 , . . ., n. Supposons que, dans le circuit 1 , l’inten¬ 
sité varie. L’énergie interne du système subira.la variation 





AJ[ ds\ 





A. J 2 ds ^ “k 


• • 



Cette variation doit être de l’ordre des quantités 3J,; 
étant des fonctions continues quelconques de l’arc s, 
facilement la proposition suivante : 


ces quantités 
on en déduit 


U intég rale 



AJ' ds 


J 


étendue à un circuit quelconque , auquel appartient ou n ap¬ 
partient pas U élément ds, est finie. 

Nous admettrons que la quantité A s exprime en fonction uni¬ 
forme de r, 0, 9\ os et, par conséquent, de r, cosO', cos9, costo; 
nous pourrons suivre alors, pour déterminer la quantité 

A (r, cosO, cos0', costo), 


la voie qui a été suivie, aux Chapitres II et III du Livre XIII, pour 

déterminer la fonction cp(r, cosO, cos If, cosw). 

En suivant les raisonnements donnés auChapitre II du Livre XIII, 

* 

nous établirons que l’on a 


(u) A =/'(r) cosO cosô'4- g (r) costo, 

ce qui nous donnera, pour valeur de l’énergie interne d un sys¬ 
tème qui renferme des courants linéaires quelconques, 







COS0 COS0'-H 


g' ( r) costo] ds ds r , 


f (f') et étant deux fonctions inconnues de la distance /. 
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A ce résultat nous ajouterons la proposition suivante : 

On peut déterminer la forme des fonctions f'(r ) et g' {r) en 
suivant une marche analogue à celle qui, au Chapitre 111 du 
Livre XIII, nous a permis de déterminer la forme des fonc¬ 
tions f(r ) et g(r). 


Reprenons, en effet, notre système formé des circuits 1 , 2 , ..., n. 
Si l’intensité varie dans le circuit 1 , l’énergie interne du système 
variera de 



/«J. *. X AJ i ds\ 





Si les circuits 2 , . n sont infiniment éloignés du circuit 1 , 
cette variation doit se réduire, quelles que soient les quantités 

o J |, à 

f 0Jj dsi J AJ', ds \, 

•fi «-fi 


ce qui exige que l’on ait 


Ç8 Jj dsi Ç AJj ds' z 

j 2 

• ••*•'•***** ■**•*•#*( 

f 8J1 ds x f AJ ’ n d$' n 
J x J n 


o 


? 


* * 


1 


o 


quelles que soient les quantités oJ ( , pourvu que les circuits 
2 , . .., n soient infiniment éloignés du circuit 1 . Nous déduisons 
aisément de là que, si l’élément ds t s’éloigne au delà de toute 
limite, les quantités 


/ A J j ds '. 2 , 
2 


4 • 


, / A J „ ds n 

'Jn 


doivent tendre vers o, quelles que soient les quantités J!,, 

Une nouvelle application du raisonnement employé au dé¬ 
but du Chapitre III du Livre XIII montrera alors que les deux 
fonctions f'{r ) et g'(r') doivent tendre vers o lorsque r croit 

au delà de toute limite et devenir infinies comme--lorsque r 
tend vers o. 
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— ÉNERGIE INTERNE DES COURANTS. 


A ce résultat, ajoutons les hypothèses suivantes : 

Les deux fonctions f'{r) et g (r) sont de la forme 




et des raisonnements analogues à ceux que nous avons employés 
au Chapitre III du Livre XIII nous donneront 





cosO cos 6' 



B r et V étant deux constantes inconnues. 

L’expression de l’énergie interne d’un système renfermant des 
conducteurs linéaires traversés par des courants sera 
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CHAPITRE II. 


LA LOI DF, JOULE DANS LES COURANTS D'INTENSITÉ VARIABLE. 


La loi de Joule donne le dégagement de chaleur produit par le 
passage d’un courant permanent et constant dans un fil homogène, 
dont tous les points sont à la même température, qui laisse passer 
l’électricité sans subir aucun changement d’état physique ou chi¬ 
mique et qui est immobile. Sir W. Thomson et M. H., von 
Helmholtz ont complété celte loi en tenant compte l’un du cas où 
le fil n’est pas homogène et ne présente pas partout la même tem¬ 
pérature, l’autre du cas ou se peuvent présenter des changements 

d’état (t. I, p. 553). 

La loi ainsi complétée est la suivante : 

Si un élément ds du fil est le siège d’une force électromo¬ 
trice £ ds , et s’il est traversé par un courant d’intensité J, il 
est, pendant le temps dt, le siège d'un dégagement de chaleur 
dQ tel que l'on ait 


E t/Q 


£~ T 


dC 


<)T 


J ds dt. 


l^a quantité de chaleur d^dégagée par le système pendant 


le môme 



a pour valeur 


(O 


E t/3 — dt 





£ 


T ~ | J ds, 



sommation s’étendan! à tous les éléments du système. 


C’est cette loi que nous allons d’abord étendre à un système 
quel conque de conducteurs immobiles traversés par des courants 
quelconques. 

Nous allons en chercher les conséquences en supposant que la 
température soit la même en tout point. Cette hypothèse a seule¬ 
ment pour but d’abréger les calculs; elle n’est pas indispensable 
au développement de la théorie. 
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Cherchons la valeur de 




ds dt. 


L’élément ds renferme une force électromotrice hydro-électrique 
7) ds. Soient © et ©' les valeurs de la fonction © en ses deux 
extrémités. Soient Y et Y' les valeurs de la fonction potentielle 
aux mêmes points. La force électromotrice C 1 ds, étrangère à l’in¬ 
duction, dont l’élément est le siège, a pour valeur 


C ds 


7 ] ds 



[(sV-t-0) 


OA 


n 


0 ')]. 


La force électromotrice d’induction, dans le même élément, a 


pour valeur d' ds , et l’on a 


P// 

O 


ds dt 


0 J ' ds ds' ), 


<î> désignant la quantité 


f (r) cos6 cos0*H- g(r) costo 

et le signe ^ s’étendant à tous les éléments ds' du système autres 
que ds. 


Les conducteurs étant immobiles, on a 


% 

Ô 



(<£ Y ds ds ') = dt ds y [f( r) cosO cos G' 


£•(/•) Costa] ^ ds' 


On a donc finalement 




dt 




HL 

V 


T 


dr\ 

tiT 



(eV-f-0) — (sV'-b 0') 

- T 1 

{de 

d&'\~ 

ds 

ds ’ 

\ôf 

dT )_ 


J 


1 


dtS J ds 



dï 


[f{r) cosO cosO' h- g{r ) coswj ds r . 


D’autre part, comme le système est immobile, les forces exlé- 

qui lui sont appliquées n’effectuent aucun travail, et 


rieures 


l’on 


a 




E SU, 


U étant l'énergie interne. 


Sur cette énergie interne, nous supposerons que 1 on ne con¬ 
naisse rien que ce qu’exprime l’égalité [Chapitre I, égalité ( 2 )] 


EU 


Er 



W 




0 


T 


à@ 

• mm ■ h I ■ 

dT 


9 



EU', 


U' présentant les propriétés défîmes au § 1 du Chapitre I. 
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Les changements d’état qui se produisent dans le 
varier la quantité 0. Soit 



e font 



la variation que subirait la quantité 



par suite de ces changements d’état, si toutes les charges élec¬ 
triques demeuraient immobiles; soit 



la variation que subirait la même quantité si les charges électriques 
étaient déplacées sans changement d’état des conducteurs. Nous 
aurons 




C’est moyennant cette approximation (t. I, p. 5a8) que nous 
axons établi la théorie de 1 electrolyse et (t. I, p. 542 ) la proposi¬ 
tion qui nous sert de point de départ dans ce Chapitre. 

Cela posé, la théorie des courants hydro-électriques nous ap¬ 
prend que 



Le sxstème étant immobile, on a 

«y 7 



On a évidemment 





On a 'loue finalement l égalité que voici 
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Cette égalité nous donne l’expression de la variation que subit 
la quantité U / lorsque les intensités varient d’une manière quel¬ 
conque, les conducteurs demeurant immobiles. 

Celte égalité (3) peut encore s’écrire 


(4) 


E8U' 


o 




/*) cosô cosG -+- g(r) cosco] W ds ds' 


î 


2 


toutes les combinaisons des divers élé- 


Si l’on 


ments du système deux à deux. 

Cette égalité (4) suppose les conducteurs immobiles, 
ob serve que U 7 ne dépend pas des vitesses des divers points du 
système, on voit sans peine que l’on déduit de là 


EU 


VJ cosG cosG' -f- g(r) costü] JJ' ds ds ’-H C, 


C étant une quantité indépendante des intensités J des courants 
qui traversent le système. 

Ma is la quantité U' doit s’annuler lorsque toutes les intensités 
des courants deviennent égales à o. On a donc 


G 


o 


et, par conséquent, 


(5) 


EU' 


VJ r f( r ) cosO cosO' -t- g(r) costo] JJ’ ds ds' 


Ainsi, pour déterminer la quantité U 7 , au lieu de faire directe¬ 
ment sur cette quantité les hypothèses que nous avons faites au 
§ 2 du Chapitre précédent, on peut faire usage des lois de l’in¬ 
duction jointes à la loi de Joule. On obtient alors, comme au 
Chapitre précédent, une expression de la forme . , 



cos0 cosG' 


h g' ( r) cos to J J J ' ds ds' ; 


mais la nouvelle méthode A r a plus loin que celle qui a été exposée 
au Chapitre précédent, en ce qu’elle montre que l’on a 



et qu’elle ramène ainsi la détermination des fonctions de la dis- 
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tance qui figurent dans l’expression de 1 énergie interne à la dé¬ 
termination des fonctions de la distance fjui figurent dans la loi 

de l’induction. 

Si l’on admet les hypothèses qui nous ont servi à déterminer 
ces dernières, on trouve 


(6) 


EU 





i 


A 


cos 0 cos G' 


i 


À 


\ 


CO 


*2 r 


2 r 


sw i 


J J ' ds ds . 





CHA1\ III. — la loi de l’électuodvnamique. 


CHAPITRE III. 


LA. LOI FONDAMENTALE DE L’ÉLECTRODYNAMIQUE. 


Nous allons étendre maintenant la loi de Joule aux conducteurs 
linéaires qui se déforment et se déplacent. 

Nous admettrons que l’on a encore dans ce cas 



Soit d(3 le travail des forces extérieures. On a 



Calculons d’abord 



Nous avons, comme nous l’avons vu au Chapitre précédent, 




g(r) cos ou ds ds'L 


D’autre part, calculons ESU. 
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Nous avons 


El] 


EV 


w 


« t;;:' i q 


<4 ) 


V JJ'[/( /■) cosO cosô' 


ç( r) cos co] ds ds 


La variation de V peut se partager en deux parties 


Sr = Dr 


AV 


DT étant la variation que subirait V si les divers conducteurs qui 


constituent le système se déplaçaient sans changer d état, et AV 
la partie complémentaire de oV. 

La variation de W peu! s’écrire aussi 


oW 


clt 


z(V 


V') 


ds 


J ds , 


DW étant la variation que subirait W si les conducteurs se dé¬ 
plaçaient, chacun d’eux entraînant les charges électriques qu’il 
porte, sans qu’aucune de ces charges quitte la particule maté¬ 
rielle sur laquelle elle se trouve. 

La quantité 0 dépendant de la disposition des particules maté¬ 
rielles qui entourent la charge q, on a 

00 = 1 *0 -h A0, 


D0 étant la variation que subirait 0 par l’elTet du déplacement 
des particules matérielles si aucune de celles-ci ne changeait d’étal. 
On a donc 



On est contenu de négliger le terme 

O O 




Cil AP. 11 [ 


On a donc 


LA LOI DE L ÉLECTRODYNAMIQUE 


2l3 


esu 


dt 



ï) _ T Û ) J ds 


dT 


(5) 





0) 


(îV' + 0') 


T 


d& 

dT 


de' 

JT 


J ds 


E Dr 



DW 



A 0 




àT ) 


cosO cos6 '-h g(r) costo] ds ds'. 


L’ensemble des égalités ( 2 ), (3) et (5) donne 


8 



mv 


dG 


e 


e Dr 


DW 



D ( 0 


T d0 \ 

t ot)2 


( 6 ) 



3^^ JJ r /') cos6 cos0'-i- g{r) cosw] ds ds' 

j'X ° j J , [y( 7 ’) cos ® cosQ'h- g(r) coswj ds ds'\. 


Examinons les conséquences de cette égalité (6). 

D’après un théorème connu sur les déplacements sans change¬ 
ments d’état, on a 


E Dr 


d&i, 


d&i étant le travail des forces intérieures, tant données que de 

frottement, dans le système à l’état neutre. 

La quantité —DW représente le travail des forces électrosta¬ 
tiques données par la loi de Coulomb. 

La quantité 



D f 0 


de 

T dT 1 q 


représente le travail des forces qui s’exercent à petite distance 
entre les particules matérielles neutres et les particules maté¬ 
rielles électrisées, forces dont l’existence est conforme à 1 hypo¬ 
thèse émise par Helmholtz pour expliquer les différences de ni¬ 
veau potentiel. 


La somme 


d& 


EDr 


DW 



D 0 


T—L 

dû) ^ 


représente donc le travail de toutes les forces agissantes, tant 
extérieures qu’intérieures, qui seraient appliquées au système s il 
ne renfermait aucun courant électrique. 
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L’égalité (6) nous apprend, par conséquent, que la présence des 
courants électriques a pour effet de faire naître dans le système 
des forces dont le travail élémentaire a pour expression 



d 


rr 



JJ '[/( /•) cos 6 cosô'-t- 


g{r) cos 10] ds ds' 



car c’est à cette condition-là seulement que le second membre de 
l’égalité (6) représentera le travail de toutes les forces agissantes 
dont le sjstème est le siège. 

Développons l’expression de d'z. 

Supposons le sjstème formé de n éléments 

ds x , ds 2, ..., ds„. 

Nous aurons 



= Jl 

ds x 

(j 2 < 

ï\l2 ds^-h J 3 c ï > 1 3 d$%- f- 

• * * ~ r ~ J Ai ^ 1 Ai 

dSfi ) 

J 2 

1 * * * 

ds*> 

*4 

• • • » • 

( 

» * * 4 * 

J3 ^23 d S 3 

* • * J Ai ^2 Ai 

d s fi j 

-h J n- 

1 

i 



■ # « * % * * t j • • 

J „ 

~l,n ds a ) 


en posant, pour abréger, 


<ï> = [/('■) cosô COSÔ'-H g(r) costo]. 


On déduit de là 
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la loi DK l’électrodynamique 


6 . 


2l5 


D’autre part, on a, pour l’élément c/s,, 

Ji o j J'[ J ( r ) cosO cosO' -+- g(r) cos to] clsi ds' 

ÆSSBm * 


J ■! ^ i * 



J i o ds i ( J 2 4*12 ds 2 —J— 

Ji ds j [<ï>io 8 (J* dsy ) -h <f> 13 8(J 3 d$z) 



a * 



J n ^ i ii ds n ) 

r I ) 1 n 0 ( J n ds n )] 



Ji ds i ( J2 ds% o<ï> 12 


j3 ds3 Q C I> i3 • • « “h j n ds n 


On a de meme, pour l’élément ds 2 , 


J 


2 



8 | J / [ t /( r ) cosO cosO' -+- ff(r) costo] ds 2 ds r | 


J *î ^ o ■> ds 



J2 0 ds 2 (^ J 1^21 ds i —r" J 3 v±jF 23 

j! d$\ [* 21 S(J 2 ds 2 ) ~t~ ^23 Ô ( J 3 ds% ) 

J 2 ds 2 (Jl ds j 0^21 J 3 ds^ ^ ^ 2 3 


• « « 



• * 




• * * 



J/j *5*2 n dSfi ) 
^2/7 ^ ( J n ds n )] 

J a ds n 0*^ 2 a)* 


Les éléments ds^, .. ds n fournissent des égalités analogues 


Si Ton observe maintenant que 


J j ds 1 £ i2 ^ ( J 2 ds 2 ) 


f I ) 13 0 



ds 3 ) —t— . . . 



J o ds 2 f < ï > 21 6 ( J1 ds i ) ~H f I^2 3 rj ( J 3 ds 3 ) 


^ 1 n Cj ( J n ds n )] 

^2/* Ô (^ 11 dSji)\ 



* • « B J *' 


* • + 


* * 



J n d$n[*fen\ 3 (J j ds\) H- Q n 2 ô(Jg ds%) H-. . . + 1 ^(J/z-i ds t z—1)] 



0 ( J1 ds 1 ) ( ^ 12 J 2 ds 2 
0 ( J 2 ds 2 ) ( c ï> 21J1 ds 1 


<ï > 13 J 3 <* 


* * 


* 1 * 2 3 J 3 ^ s 3 


\ # * » 



<*>!« ds n ) 

^ 2 « J // ) 




0 ^ Jér/s/^)( ds 


1 


^ 2 J ï) é /«9 *> 


* * 


^ x /i , « — 1J n —1 /î— 1 ) ? 


on voit sans peine que l’on pourra écrire l’égalité suivante : 



8jj'[/(r)eos6 cos0'-+- g(r) cosœ] ds cls' j 


0 J 1 ds\ ) (^12 ^2 ds 2 

ô(J 2 ds . 2 )(^21 Ji ds 1 



^13 J 3 ^ 



* * 




* 1*23 J 3 ds 



... "4 


( t > 1 n J n ds n ) 

^2 n ^ fi dsn ) 


• * 



( 9 ) 



r 

\ 


0 ( J n ds n )(&niJi ds 1 

Ji 0 ds 1 (^12^2 ds 2 
J9Û ds%(*& 21'li ds 1 


4 ) ;î2 ds<) 



... "4 



^13 J 3 ds 


* • a 




$ 23 J 3 d S 



•. . —h - 


J n dSfi) 
^1 n J/i ds f i ) 
f ^ 2 n J n dS fi ) 


* * 



J n û ds \ dsi 

J, ds i(J2 ds% 0*^12 
J 2 ds%( J, ds 1 o r I J 2i 



^,,212 ds 



9 a 




3 i/s 3 Ô«i >[3 

3 ds§ 0 ( t > 23 


I 



* * 


f~ 1 J/î—i dsn —1 ) 

j— J/2 

J « dsn 6^271 ) 



a ■ 



J« rfs a (Ji c/Sl 34», 4l + J 2 ^2 o4> /i2 +...+J«-i«s rt _ 1 o<i> ra) , l _,) 
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Les ég 



, ( 8 ) et ( 9 ) donnent 


dx 


J j cls j ( 0 4 * 1 2 J 2 ^ 2 


84> 


1 3 •' 3 


J !i ds 3 —\ 


* 1 


rt'ui J n dsn) 


J 2 cl s ^ ( 


0^23 J 3 ds> 



o4»2 n J II ds„ ) 



* * 


J/î—1 clSfi—\ ( 


0 ^ n— 1 , n J n cls n ) 


Ji dS[ ( o<£ 12 J2 ds-z - 4 - o 4 >j 3 J 3 cls : 


3 “T 




® ^ 1 n J n ds ti ) 


(10) 


J 2 cl S 2 ( 0 *ï* 2 | J 1 C-ls 1 


8 <ï> 


2 3 0 3 


J*» dS ■ 


3 


0 ^ *2 il J n ds fi ) 


J n ds n (o<t> n] Ji dsi -h J 2 c/i’2 


J 1 6 ds 1 ( ^ 12 J 2 ds 2 



^ 13 J 3 d S 


3 


J^o ds% (*5*21^1 ds 1 



4 *o 3 J 3 ds ■ 


3 


J il 0 ( C I 3 /M J 1 j 


J ■> ClS 2 


_ 1 „ 

—1 — 

I * 

* * 1 

, 

î 

! * 

• * 

f 

î 

I * 

* ■ 

, î 

# # 

* • * * 

| . 

1 * 

• • 


“ Q ^ n , fi— 1 J n ds n ) 


*^1 ai J ai dfcji) 


^ 2 n dSfi) 


* • t 


^ntl J» ds n ) 


Mais on a 


(n) 


L 

ds^ ( J 2 ds% 

°*J2 

"+■ J 3 

ds 3 

0^13 “î" • • • H“ 

J II 

ds n 

o c ï»i«) 

- 4 - J, 

4 i f 

ds%(dsy 

8 <t>2| 

■+■ J 3 

ds 3 

0 * 1*23 — f - * • • “ 4 “ 

J fl 

ds ^ 

S<ï> 2 «) 

“+■ J Ai 

cls n ( J | dsi 

* » W 1- w 

o*/tl 

w ■ w » 1 

—r~ J 2 

ds 2 

^ ^ // 2 * * * # 1 J /J 

>***•• 

-1 ds fi~ 

m * * * 

! 84 ' 

* * * * ■ 

Ai, Al —1 ) 

2 [ Ji 

cls j ( J 2 ds 2 

0^»12 

. I 

T J 3 

ds : j 

S f I’l 3 -f~. • .-H 

hi 

ds fi 

8 *i») 

-f- J 2 

cls % { 


J 3 

ds 3 

0 * 1*23 4 “ • • • ~H 

3 ,i 

ds ,1 

8 *,») 


\ 


J n ds ^ ( 


J Ai—1 ^^/i—1 ^ < ï > // t /î—1 )]• 


On a aussi, d’autre part 


? 


J ! 0 ( J2 ^2^12 



ds > f I 


3 ^13 



• * 


J 11 cls n *^1 ri ) 


J 2 0 ds 2 ^ J1 ds j ^ 21 ■ l J 3 ds :i *!*■> • 


3 


» * 


J 7 j ds n c b.2 n ) 



1 * 


( 12 ) 



„0 dSfi ( J ! ds !$„, 



2 ds 2 *1* /( 2 


• • 


J/i— 1 ds n —i<t> n n -i) 


Jj [ J 2 ^ 12 Q ( ds [ dS‘2 ) J 3 13 0 ( d s j ds% ) 





* • 



J n 4* 1 n 0 ( ds j dsn )] 



J,r 


J s *23 3 ( ds.y ds 3 ) 


• ta 


J u ^ 2 n Q ( ds% dsn )] 


-h J n ~\ l 


J n ^/a- 1 ,// ^ ( clsn — 1 



Moyennant les égalités ( 10 ), ( 11 ), ( 12 ), on a 


dx 


Ji[J*8(*i*Ai cls 2 ) -h J3 S(^13 ds\ ds%) 



• * 


ds\ d$»)j 


(i 3 ) 


J,[ 


J 3 8 ( «ï >23 ds t ds 3 ) 


* * 



•I fi 0 ( ^2 Al ds% ^ft)] 


J Ai— 1 [ 



ai Un ds n ~i défi}]* 
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Si donc nous désignons par D une différentielle prise en sup¬ 
posant constantes les intensités des courants qui parcourent les 
divers éléments, nous aurons, en place de l’égalité (i3), 


dx 


D[ 


J1 ds 1 f 19 J2 ds% - 4 - 13 J 3 ds 



* 4 • 



^in ^ n d$u ) 



J ^ cls% ( 


$23 J 3 d S 



* * 


*ï* 2 /* J n ds h ) 


04 ' 



J»— 1 ds n —\ ( 


«— 1 , « J n ds n 


D 



JJ'l/X r ) cos 9 cos0'-+- r) cos w] ds ds'. 


Posons 


(il) 


n 



JJ '[/( /• ) cosO cos 0' -+- g( r) cos 10 ] ds ds' 


et l’égalité ( i4) nous conduira à la proposition suivante ; 


fi 


entre des conducteurs linéaires 


quelconques, traversés par des courants quelconques, admet¬ 
tent pour potentiel la quantité II, dest-à-dire que le travail 


fi 


dans 


défi 


dijff 


tielle de la quantité II, prise en supposant les intensités con¬ 


stantes. 


/ _ m 

Telle est la loi fondamentale de l’Électrodynamique, déduite 
ainsi de la loi fondamentale de l’Induction jointe à la loi de Joule 
généralisée. H. von Helmholtz et Sir W. Thomson avaient indi¬ 
qué, sous forme d’aperçu, que le premier principe de la Thermo¬ 
dynamique, joint à la loi de Joule, devait former le lien entre 
l'Électrodynamique et les lois de l’Induction. Ce qui précédé peut 
être regardé comme étant leur idée mise sous une forme précise. 

La loi de l’Électrodynamique, telle que nous venons de 1 é- 
noncer, a été donnée d’abord par Gauss (’), dont la démonstra¬ 
tion n’a été publiée que longtemps après sa mort, puis pai 

M. F.-E. Neumann ( 2 ). 

De l’hypothèse que les actions mutuelles des courants admet- 


(*) Gauss, Werke, Bd. V, p. 608. 

(’) F.-E. Neumann, Ueber ein allgemeines Princip der mathematischen 
Théorie inducirter elektrischer Strôme. Lu à l’Académie des Sciences de Beilin 


le 9 août 1849. 
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tent un potentiel, on peut aisément, en suivant une marche analogue 
à celle qui nous a permis, au § II du Chapitre I, d’établir la forme 
de rénei'gie interne d’un système de courants, trouver la forme de 
ce potentiel. Nous avons indiqué ailleurs cette démonstration ( 1 ). 


(’) P* DuiieMj Applications de la Thermodynamique aux actions qui 
s'exercent entre les courants électriques (Acta Societatis Scientiarum Fen- 
nicŒy t. XXI; 1887). 
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CHAPITRE IV. 

EXAMEN DE QUELQUES PARADOXES. 


Nous sommes parvenu à la loi fondamentale des forces électro- 
namiques exercées par des courants linéaires : Ces forces ad¬ 
mettent pour potentiel le potentiel électrodynamique du sys¬ 
tème. 

Lorsqu’on examine de près la voie que nous avons suivie pour 
relier, par la Thermodynamique, cette loi à la loi fondamentale de 
rinduition, on rencontre des difficultés étranges et paradoxales 
qu’il importe d’éclaircir avant de pousser plus loin l’étude des 

forces électrod^namiques. 

L’examen de ces paradoxes nous conduira à mettre en lumière 
certaines idées fondamentales qui ne nous semblent pas avoir été 
clairement aperçues jusqu’ici ; ce sont ces idées qui expliquent et 
justifient l’ordre que nous avons suivi dans 1 etude des actions 

exercées par les courants. 

La formule (i 5 ) du Chapitre précédent nous montre que nous 
avons 

n =-EU'. 

Soit d&i le travail de toutes les forces intérieures au système 
autres que les forces électrodynamiques. Nous avons 

A = - EDr-DW-^?D(0-T^. 

Désignons par DU la différentielle de 1 energie interne, prise 
en regardant comme invariables l’elat chimique et physique des 
divers corps, les charges électriques qu ils portent, les intensités 
des courants qui les traversent, et en faisant varier seulement les 
paramètres qui définissent leur forme et leur position mutuelle. 
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Lorsque le système ne renferme pas de courants, on a 



ce qui exprime ce théorème fondamental, sur lequel repose toute 
l’étude de l’Électrostatique et du Magnétisme : 

Lorsque les divers corps qui composent un système se dépla¬ 
cent sans changer d'état, Vénergie interne du système éprouve 
une variation égale, au signe près, au quotient du travail 
qu'effectuent les forces intérieures au système par V équivalent 
mécanique de la chaleur. 

Mais, lorsque le système renferme des courants, on a 


EDU 


d&t-h EDU', 


ou 


bi 


en 


EDU 



ri t 



d u # 


La variation de l’énergie interne, prise en regardant comme 

seuls variables les paramètres qui définissent la position des di- 

# 

vers corps du système, multipliée par l’équivalent mécanique de 
la chaleur et changée de signe, n’est plus égale à la somme des 
travaux des forces intérieures au système. Elle est égale à l'excès 
du travail des forces électrodynamiques sur le travail des 
autres forces intérieures au système. 

Le théorème sur les déplacements sans changement d’état ne 
s’applique donc plus aux courants électriques. 

En elfet, ce théorème résulte de l’application du premier prin- 

4 

cipe de la Thermodynamique à un déplacement sans changement 
d’état. La première condition pour que ce théorème soit va 
est donc que l’on puisse imposer au système dont il s’agit, sans 
contredire à sa définition, des déplacements sans changement 
d’état, c’est-à-dire des déplacements durant lesquels on laisse in¬ 



variables : 

i° L’état physique et chimique de chacun des éléments ', 

2° La distribution des charges électriques sur chacun d’eux; 

3° L’intensité du courant qui traverse chacun d’eux. 

Or il résulte de la loi de Faraday que, si le courant traverse un 
électrolyte, cet électrolyte éprouve un changement d’état propor¬ 
tionnel, en grandeur, à l’intensité du courant et au temps pendant 
lequel on étudie le système. 
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Donc, on ne pourra observer de déplacement sans changement 
d’état, dans un système renfermant des courants, que si aucun des 
conducteurs du système n’est électrolysable. 

Le courant amène en un point quelconque de l’élément ds, 
pendant le temps dt , une quantité d’électricité 


dq 


dJ 

ds 


dt. 


La distribu lion électrique ne peut donc demeurer invariable sur 


les divers conducteurs que si 


. d J 


ds 


est nul en tout point, c’est-à-dirc 


si les courants sont uniformes. 


Nous 




its à chercher des déplacements sans chan¬ 
gement d’état parmi les seuls courants uniformes traversant des 


conducteurs non électrolysables. Encore ces déplacements ne peu¬ 
vent-ils être quelconques. Ils doivent être tels que les forces élec¬ 
tromotrices d’induction engendrées par ces déplacements entre¬ 
tiennent dans les conducteurs des courants uniformes et constants. 

Ainsi, il n’y aura pas lieu de s’étonner que le théorème sur les 
déplacements sans changement d’état ne soit pas applicable à un 
système renfermant des courants, si l’existence d’un déplacement 
sans changement d’état dans un pareil système est contradictoire. 
D’autre part, d’après ce que nous venons de dire, énoncer l’im¬ 
possibilité d’un déplacement sans changement d’état dans un sys- 


man 


sibilité d’entretenir, sans force électromotrice thermo-électrique 
ou hydro-électrique , des courants constants et uniformes au 
moyen du mouvement d’un tel système. La proposition d appa¬ 
rence paradoxale que nous avions rencontrée est donc équiva¬ 
lente à cette proposition, nullement surprenante et confoime a 
l’expérience I 11 est impossible, peu,' le seul mouvement de fils 
métalliques, de réaliser un appareil engendrant des coût anls 


constants. 


b: Toutefois, on peut regarder certaines modifications d’un sys¬ 
tème renfermant des courants comme ayant pom 
cernent sans changement d’état, et cela de la manière suivante . 


On 


ducteurs effectué dans un temps aussi court que 1 on veut. Dans 
ces conditions, les changements d’état éprouvés par les conduc- 
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teurs électrolysables et les changements de distribution élec¬ 
trique, dus à la non-uniformité du courant, peuvent être rendus 
aussi petits que l’on veut. En sorte qu’un déplacement très rapide 
d’un système quelconque pourra être regardé comme un déplace¬ 
ment sans changement d’état, à la seule condition que les intensi¬ 
tés demeurent invariables. 

Examinons donc un déplacement infiniment petit d’un système 
quelconque, ce déplacement étant censé produit dans un temps dt 
infiniment petit du second ordre. 

Soit dSi le travail de toutes les forces intérieures au système. 
On aura, pour un tel déplacement, 



ce qui peut encore s’écrire 




dsi rfs,,)] 

dsi <*„)] 

• * * * » • « * i 

ds n _ | 


Mai s cette égalité ne doit pas avoir lieu pour des déplacements 
quelconques. Elle doit avoir lieu seulement pour des déplacements 
qui laissent à J,, J 2 , . .., J« les valeurs finies que ces intensités 
possèdent au début du déplacement. 

Soit r M ds { la force électromotrice étrangère à l’induction que 
renferme l’élément rf.v,. Soit R, ds\ la résistance de cet élément. 
O 11 a 


H j J1 ds 1 dt == y» 1 d$ 1 dt — î— J 2 0(^12 ^1 ds 2 ) 

-h J 3 0 ( 4^3 ds 1 ds% ) -h.,, -1- J n 0(4*1^ ds\ ds n ) \ 

J, doit garder une valeur finie; r tl a une valeur finie; dt est infini¬ 
ment petit d’ordre supérieur. On doit donc avoir 

J 2 0 ( ^12 ds | ds 0 ) H— J 3 0(^13 ds | ds% ^ —j—... h— J n 0 ( j ds 1 ds n ) —* o* 

D’ailleurs, cette condition suffit pour que J, soit invariable. On 
aura, en effet, si elle est remplie, 



d{ r l( ds | ) 

ÏFt 


h 


rf(R! ds 1) 
dt 


dt , 


Kj ds. 
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une 


et le second membre est infiniment petit du même ordre que cil. 
Donc 1 égalité (16) a lieu, non pour tout déplacement 
mais pour tout déplacement tel cjue l’on ait 

J 2 0 ( *^12 dsi dsx) + J 3 0 ( $ 13 clS[ dsi ) -h . . , 

) ^ ( ^21 ds<% ds\ ) -+- J 3 0 ( $ 23 ds 2 ds-j ) -h . , . 


J 


° fl 


o($ 


■+■ J 


o($2 


ds | dsn ) 

ds*) ds fi ) 


O, 

O, 


* * I 


Ji ds n dsi ) -h J2 o ( f t> n 2 ds„ du2, ) 


J «_i o ( ds n ds n - 1 ) 


* î 


o. 


n 



*/ * 


\ y o ^ ***? 


v; ? 



Cela étant, il doit existei 
pendants de la f 


système, tels que l’on ait, pour tout déplacement du système , 



les divers conducteurs du 


d&i 


EDV 


DW 




... 00 ' 
T dT 


T- JlJ 2 o(<ï> 12 ^ 1 rfs 2 )-l-J 1 J 3 o( 4 > 1 3 fl? 5 1 £/s 3 ) + . . .-i-J, J rt o(«ï> 1 „ c/Si ds u ) 


“+“ J 2 J 3 D ( $23 ds% ds%) 



* a » 


^2 


ds ! ds n ) 


i 


^n~î rj 


J ,fl «5/4-1 




H-Xi [J o 0 ^^ 2 ) "H J 3 § (^13 ^ 53 ) - 4 - ... -+- J 7i 0 ( $ 

+ X2 [J 1 Û ($21 ^2 r/i'i) -h J3 0($23 dSv dS'A -f 


m 


_l_ J 

.. * — J - 1 j fl 



d$x ds a )] 

ds 2 c/a,/)] 


* • 


-t- \ n [J 10 ( < î , /i i ds n ds 1 ) J 2 0 (<£ ,j 2 ds n ds,) 


J«—1 ° ( c t > /i,/f-1 û^S/i ds n — 1)] 


Cette égalité (18) représente tout ce qu’exige, dans le cas ac¬ 
tuel, l’application du premier principe de la Thermodynamique à 
un déplacement sans changement d’état. Cette application nous 
apprend seulement que les quantités ) M , ). 2 ; • • ., \ t sont i 
dantes de la forme des conducteurs, sans nous faire connaître la 
valeur de ces quantités. Si nous prenons 



oen- 


(19) 


À | 


J x 


î 


a 2 


J. 


2, 


» * 


) 


'fl 


J n ? 


l’égalité deviendra 


dG, 


EDï 


DW 


2,B 


0 


T 



ôT 


JjJ2o($i2 ds\ ds 2 ) — J1J 3 0 ($13 ds\ ds$) 

— J2 J3 0 ($23 ds<% ds 3) 


• * 


» I * 


Ji J fi d ($i/t ds\ dsfi) 

J 2 ds^dsfi) 


J/i—1 J/i Q (^«,«—1 ds n ds n — j) 


Cette égalité (20) est alors pleinement 


d’accord avec l’éga- 
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lité (i3), qui donne la loi fondamentale de l’Électrodynamique. 
Ainsi la loi fondamentale de l’Électrodynamique est d’accord avec 
les propriétés des déplacements sans changements d’état; mais ces 
dernières propriétés ne suffisent pas a déterminer la loi de 1 Élec¬ 
trodynamique ; elles seraient compatibles avec une infinité d au¬ 
tres lois, car on pourrait donner aux coefficients , À 2 , 
une infinité de déterminations autres que celles qui résultent des 


égalités (19). 

Un nouveau paradoxe va maintenant solliciter notre attention. 

Essayons d’appliquer aux systèmes qui renferment des courants 
les théorèmes qui constituent la théorie du potentiel thermodyna¬ 
mique. 

Le potentiel thermodynamique interne d un système qui ne ren¬ 
ferme pas de courant est, en conservant les notations employées 
dans les précédents Chapitres, 



S étant l’entropie du système supposé à l’état neutre. 

Le potentiel thermodynamique interne d’un système qui ren¬ 
ferme des courants doit être, d’après cela, de la forme que voici : 


1 21) 


f 


E ( V 


T2) 


W 




Qq 



t 


1 * 

cJ 7 


a' étant une fonction des paramètres qui définissent l’état du sys¬ 
tème, égale à o lorsque toutes les intensités sont égales à o. 

En faisant sur & les raisonnements et les hypothèses que nous 
avons faits sur CJ’ au Chapitre I, nous verrons que est de la 
forme 


< rx ) 


JJ" V J J' p—Il cosO cosO' 


1 h - y 1 , ,, 

-cosu) as as , 


2 r 


B" et y étant deux constantes. 


La formule générale 


EU 


y 


T 


üT 


nous donnera 



EV 


W 


( 2 3 ) 



C 1 



T 


i)Q 

ÜT 


IJ 


tf 



JJ 


'\lz~K 

I ■>. r 


cosO cosO' 


1 



/ 


U 



cos t») ds ds' 


> / 
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En comparant avec l’expression de EU trouvée au Chapitre I, 
nous voyons que l’on a 



]1 résulte alors de la loi de P Induction jointe à la loi de Joule, 
comme on l’a vu au Chapitre II, que l’on a 


ce qui donne 



I 






COS0 COS0' -+- 

#■ 



cos co ds ds T . 


Imaginons un système de conducteurs fermés, immobiles, non 
électrolysables, traversés par des courants uniformes; dans ces 
conditions, on peut poser 



C étant une constante. 

Si C|, c-2, ..., c n sont les n conducteurs fermés et si l’on pose, 
suivant une notation que nous avons souvent employée, 





cos9;cos 9 j 


E±i CO s J A, *,, 


on aura 



31* 


[> c t )J? 


(^1) ) J 1 ^2 


( > Cfi ) J1 J n 


I 


^2 5 ^2 ) J ? 

2 



* * i 


(^ 2 , c n )3 2 J n 



Cette égalité (24), jointe aux raisonnements donnés au LivreXIII, 
Chapitre IV, nous apprend que le second terme de l’expression 
de $ est toujours négatif, à moins que les intensités de tous les cou¬ 
rants ne soient égales à o. Nous arrivons donc à cette conclusion : 

Dans un système de conducteurs fermes, immobiles, non 

D. — III. *5 
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électrolv sables, traverses par des courants unifot mes, le po¬ 
tentiel thermodynamique interne est maximum lo/sque les 
intensités de tous les courants sont égalés à o. 

D’autre part, nous avons vu au Chapitre IV, Livre XIII que, 
dans un tel système, V état ou toutes les intensités sont egalesao 

est un état d’équilibre stable. 

Nous arrivons donc à cette conséquence : 

Un système de conducteurs fermés , immobiles, non électro- 
lysables, traversés par des courants uniformes, est en équilibre 

lorsque son potentiel thermodynamique est maximum. 

Cette proposition est en contradiction avec ce principe fonda¬ 
mental de la théorie du potentiel thermodynamique : 

Les états d y équilibre stable d'un système immobile sont ceux 
qui rendent minimum son potentiel thermodynamique interne. 

On peut encore mettre en evidence d une maniéré un peu difle- 
rente la contradiction qui existe entre la loi de 1 Induction et la 

théorie du potentiel thermodynamique. 

Dans un système de conducteurs fermés, immobiles, non élec- 

irolvsables, traversés par des courants uniformes, le potentiel ther¬ 
modynamique interne éprouve, pendant le temps dt, une variation 


4 ) 


i 


Or 


i 


5 V 2 


•i 


< 1 5 ) 


dl i 

dt 

dh 

dt 


[(Ci, C, ) «J i ■’ ( C i, C 2 ) J 2 ~~^ ( Cl, 


[(c 2 , c,)J^ (c 2 , e 2 )J 2 


• * 


( c 2 > c n ) J/i] 



é/J fl 

dt 


[(^/iî ^2)^2 



• -+- ( Cn, C,i) J «J. 


Soient R,, R 2 , ..., R„ les résistances de n circuits c K , c 2 , .. c n 


i\ous aurons 


I IL J 


1 


2 | dJ 1 dJ% 

— ( Cl, Cl ) —J2 - ( C 2 , Cl ) 


dt 


( 26 ) 


*) J O 


?[<-• 


C 2 ) 



1 


y dt 



dt 

(c c«) d- 

(c 2 , Cs)- 


* * 


d} n 1 

( Cn,Cl ) dt J 

d J n "1 

(c«, C ^~dt ] 




* * 


ï 


R .1 

11 n J n 


a 5 1 , tu, 



/ 

(C2îCn) ~dt 


* » 



(c rt , Cn) dt 1 


f 
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En compaiant les égalités ( 25 ) et (2 6), on trouve 

ou bien, en désignant par d~ le travail non compensé accompli dans 
le système pendant le temps dt , 

d x = (R| J? H- R 2 j| -4-. . .-h R«j a)dt. 

On arrive donc à cette conclusion : 

Dans un système de conducteurs fermés, uniformes, immo¬ 
biles, non électrolysables, il se produit à chaque instant un 
travail non compensé négatif. 

I ^ 

Cette proposition est en contradiction avec le principe de Carnot- 

Clausius, d api es lequel tout Iravail non compensé est essentiel¬ 
lement positif. 

D’où proviennent ces diverses contradictions entre les lois de 

1 Électrodynamicjue et de l’Induction d’une part et les conséquences 
du principe de Carnot d’autre part? 

Ces theoiemes qui forment les conséquences du principe de 
Carnot reposent sur le postulatum de Clausius et sur le postulatum 
de Sir W. Thomson, dont la généralité n’est plus contestée par 
personne. Mais ces deux postulats ne suffisent pas à la démonstra¬ 
tion des théorèmes dont il s’agit. La démonstration de ces théo¬ 
rèmes emploie, en outre, certaines notions, telles que la notion de 
transformation réversible, et ces notions n’ont de sens que pour 
les systèmes vérifiant la condition suivante : 


* 

Etant donné le système, on peut toujours trouver une en¬ 
ceinte et une seule, d’une température déterminée, telle que, le 
système étant placé dans cette enceinte, on puisse déterminer un 
système de forces qui le maintienne en équilibre, c'est-à-dire 
qui maintienne indéfiniment des valeurs invariables aux pa¬ 
ramètres qui définissent Vétat du système. 


Or il est aisé de voir q 


UC CCllC 






un système que traversent des courants. 

Les paramètres qui définissent un tel système sont : 

i° Ceux qui déterminent la forme et la position des divers con¬ 


ducteurs ; 

2 0 Ceux qui déterminent la distribution électrique; 




29.8 LIVRE XIV. — LES FORCES ÉLECTRODYNAMIQUES. 

3 ° Ceux qui déterminent l’état physique et chimique de chaque 
élément ; 

4 ° Les intensités des courants. 

Peut-on maintenir invariables tous ces paramètres dans une en¬ 
ceinte de température uniforme? 

Pour maintenir les premiers invariables, il faut supposer les 

conducteurs immobiles. 

Pour maintenir les seconds invariables, il faut supposer les cou¬ 
rants uniformes. 

Pour maintenir les troisièmes invariables, il faut supposer les 

conducteurs non électrolysables. 

Nous nous trouvons alors en présence d’un système de circuits 
fermés, immobiles, non électrolysables, situés dans une enceinte 
de température uniforme et parcourus par des courants uniformes. 
Les lois de l’Induction nous apprennent que les intensités de ces 
courants varient avec le temps suivant les lois établies au Livre XIII, 
Chapitre I V. Les paramètres de la quatrième classe ne peuvent donc 
être invariables lorsque les paramètres des trois premières classes 
le sont. 

Ainsi, les conséquences du principe de Carnot ne sont pas ap¬ 
plicables aux systèmes qui renferment des courants électriques. 
Les notions d’entropie, de travail non compensé, de potentiel 
thermodynamique, n’ont plus de sens pour de semblables systèmes. 

Ce qui précède montre combien de précautions doivent être 
prises avant d’appliquer un théorème de Thermodynamique aux 
systèmes qui renferment des courants. 
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CHAPITRE V. 

RAISONS QUI ONT FAIT ADOPTER L’ORDRE SUIVI DANS CE VOLUME. 


L’ordre suivi dans le présent volume diffère notablement de 
l’ordre suivant lequel est exposée l’Électrodynamique dans la plu¬ 
part des livres qui traitent de cette Science (*). 

Ce dernier, en effet, se rapproche plus ou moins de l’ordre his¬ 
torique; or, les lois des forces exercées par les courants élec¬ 
triques ont été découvertes, sinon dans leur entière généralité, au 
moins dans le cas des courants fermés et uniformes, bien longtemps 
avant les lois de l’Induction. 

Les lois de l’Electrodynamique, restreintes aux courants fermés 
et uniformes, étaient définitivement constituées en 1826, au mo¬ 
ment où Ampère publia son grand Mémoire intitulé : Théorie 
des phénomènes électrodynamiques, uniquement déduite de 
l’expérience, Mémoire qui renfermait les résultats des recherches 

effectuées durant cinq années. 

Les phénomènes d’induction ne furent découverts par Faraday 
qu’en 1 83 1 ( 2 ). En i 834 , Lenz ( 3 ) énonça la loi qui lie le sens de 
1 induction exercée par le mouvement des conducteurs au sens de 
l’action électrodynamique qu’ils exercent. Mais c’est seulement 
à partir de i845 que la théorie des phénomènes d’induction com¬ 
mença à être formulée d’une manière précise, au moins pour les 

courants fermés et uniformes. 

C’est, en effet, le 27 octobre i 845 que M. F.-E. Neumann lut 


(’) Voir l’Appendice au Livre XIV. 

( 2 ) Faraday, Experimental Researches in Eleclricity , série I. 

( 3 ) Lenz, Ueber die Bestimmung der Richtung der durch electrodynamische 
Vertheilung erregten Strôme ( Poggendorff’s Annalen, t. XXXI, p. q83 ; i834). 
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à l’Académie des Sciences de Berlin son important Mémoire : 
Die mcitliematischen Gesetze cler inducirten elektrischen 
Strome, où, en s’aidant des recherches d’Ampère sur l’Électro- 
dynamique et en étendant la loi de Lenz au moyen d’une série 
d’hvpothè ses, il parvenait à l’énoncé précis de la loi de l’Induction 
par seul mouvement des conducteurs. 

Le 9 août 1847, M. F.-E. Ne umann lisait à l’Académie de Berlin 
un nouveau Mémoire intitulé : Ueber ein allgemeines Princip 
der mathematischen Théorie inducirter elektrischer Strome, 
dans lequel, en transformant par l’introduction du potentiel élec- 
trodynamique les résultats obtenus dans le Mémoire précédent, il 
parvenait enfin à l’énoncé général de la loi de l’Induction entre 
courants fermés et uniformes. 

Dans l’intervalle, en 1846, W. Weber publiait, dans les Mé¬ 


moires de la Société Leibnizienne de Gœttingue, la première 
Partie de ses Electrodynamische Maasbestimmungen; il v ex¬ 
posait sa théorie sur la réduction des forces électrodynamiques 
à des actions cpii s’exerceraient entre particules électriques et dé¬ 
pendraient de leur mouvement; cette théorie lui donnait, elle 

aussi, la loi de l’induction électrodynamique entre courants fermés 
et uniformes. 

Le a .3 juillet 1847» M- Helmhollz lisait à la Société de Physique 

Mémoire célèbre : Ueber die Erhaltutig der Kraft, 
îmoire, il développait cette idée que la loi de Joule, 
jointe au principe de la conservation de l’énergie, permettait de 
déduire la loi de l’Induction de la loi de l’Électrodynamique. 

En 1848, W. Thomson publiait une idée analogue dans les 
Ph ilosophical Transactions. 

aucoup d auteurs, ayant à exposer la théorie des courants 
électriques, commencent par établir les lois de l’Électrodyna- 


Dans ce 



Be 


inique; puis, conformément à l’idée de M. Helmhollz, ils font 
usage de la loi de Joule et du principe de la conservation de l’éner¬ 
gie pour en tirer la loi de l’Induction. 

\<>us avons suivi l’ordre inverse; ce que nous avons dit au Cha- 
pH i f pivcedent va nous permettre de prouver que ce renversement 
dans la marche reçue nous était imposé, non par le vain 
d innover, mais par d’importantes raisons théoriques. 

A la vérité, les Sois de 1 Llectrodynamique n’ont jamais été éta 
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blies directement que dans le cas des courants uniformes; imagi¬ 
nons toutefois que 1 on soit parvenu directement, d’une manière 
quelconque, à la loi fondamentale de l’Électrodynamique, qui est 
la suivante : 


Les forces électrodynamiques admettent pour potentiel la 


quantité 


(0 


n 


5 t 2 



JJ' 


i X 


i 


X 


cos (o 


il' 


1 r 


cosÛ cosO' ) ds ds\ 


et proposons-nous, suivant la voie ordinairement adoptée, de fon¬ 
der sur cette proposition la théorie des courants électriques. 

Le premier point que nous aurons à examiner sera alors le sui¬ 
vant : 

Quelle est Vénergie interne d’un système de conducteurs 
linéaires traversés par des courants électriques? 

En raisonnant comme au Chapitre I, nous pourrons toujours 
établir que cette énergie interne U est donnée par l’égalité 

( 2 ) EU = Er-rW + ^(e -t ^!)? + eu', 

avec 


(3) 


U' 


B' 



i - i - X' j 

JJ' I -cosw - 


X' 


\ 


2 r 


•y r 


-cosO cosO' ) ds ds , 


loin, il 


faut nécessairement 


B' et)/ étant deux constantes. 

Mais, pour pouvoir pousser plus 
connaître les relations qui lient les constantes B'et 2 t- d’une part, 
et les constantes A et )/ d’autre part. Or, c est ici que de graves 

difficultés se présentent. 

La première idée qui s’offre à l’esprit est d’appliquer le théo¬ 
rème des déplacements sans changement d’état, qui, dans les 
autres branches de l’Électricité et du Magnétisme, relie 1 énergie 
interne au potentiel des forces intérieures. On est donc porté à 
admettre que le travail effectué par les actions mécaniques inté¬ 
rieures au système est égal à la variation changée de signe de la 
quantité ELF, cette variation étant prise en regardant J et J 7 comme 

des constantes. 
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Ce point de départ donne immédiatement 


ou bien 






Ces résultats obtenus, faisons usage de la loi de Joule, qui nous 
donnera, en désignant par r t ds Ja force électromotrice étrangère 
à l’induction et par C ds la force électromotrice d’induction que 
renferme l’clément ds 




J ds dt 



C J ds dt 



E SU -+- dG e , 


d& e représentant le travail des forces extérieures. 

Soit c/c?'- le travail des forces intérieures non électrodynamiques ; 
soit d&'f le travail des fo rces intérieures électrodynamiques. Nous 
aurons 



* 

D’aille urs, les théories antérieures à l’Electrodynamique donnent 



Nous aurons donc, en vertu des égalités (a), ( 5 ), (6), (7), 


(8) V C3dsdt= — E8U'— dG" t . 

Or, d’après les égalités (3) et ( 4 ), 





I -4- X 

-COS O) 

‘i r 



cosO cosO 




A 







COSU) 



cosô cosO' 
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D’après les égalités (9) et (10), l’égalité (8) devient 


00 


2 [ 


C 


5 V 2 


iiy Lz 

x mbbà \ x ; 


X 


I 


cosw 


— cos0 cos0'^ ds 


2 i ' 


dt 




o 


Cette égalité (11) est absolument incompatible avec l égalité 


( 12 ) C ds 


2l 2 d 


•2 


dt 




( 1 X 


X 


COSU) 


2 r 


-- cos 0 cos 0' ) di' ds' 

2 /■ / 


qui exprime, nous le savons, la véritable loi de l’Induction. 

( -n n’aperçoit qu’une seule manière de satisfaire à l égalité (1 1), 
c'est de poser 


03 ) 


C 


ds 


51* 


ds 




X 


COSü) 



- cosO cos O'') C ~ ds 


2 r 



D’après cette formule ( 1 3 ) : 

i u II n’y aurait pas d’induction par seul mouvement des 
conducteurs . 

2 0 La force électromotrice d’induction par variation d’in¬ 
tensité aurait la grandeur donnée par la théorie de Neu¬ 


mann, mais un signe contraire, en sorte 



l’é 


ec/ui 



'e 


électrique sur des conducteurs linéaires immobiles serait un 
équilibre instable. 

Telles sont les conséquences auxquelles on parviendrait natu¬ 
rellement en suivant la voie que nous avons indiquée; auxquelles 
par exemple, M. H. von Helmholtz aurait du parvenir, si, con¬ 
formément à l’analogie complète qu il admet entre le potentiel 
électromagnétique et le potentiel magnétique ( 1 ), il avait établi 
entre le potentiel électromagnétique et l’énergie interne électro¬ 
magnétique la relation qui existe entre le potentiel magnétique et 
l’énergie interne magnétique. 

Mais les physiciens ont naturellement laisse de cote celte voie 
qui les eût menés à des résultats absurdes. La modification qu ils 
y ont apportée consiste à supposer, peu explicitement d ailleurs, 
que les relations (4)i conformes au théorème des déplacements 
sans changements d’état, doivent etre remplacées pai les îela- 


(') Helmholtz, Ueber die Erhaltung der Kraft, p. 
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tions, que nous savons maintenant être exactes, 


(14) 


B' 


SI 2 

2Ë ? 


X' = À, 


ou, en d’autres termes, que l’on doit avoir 


(i5) 


E AU = — dts'i -r- d&- 


? 


AU représentant la variation que subit U, lorsqu’on y fait varier 
seulement les paramètres qui fixent la forme géométrique du sys¬ 


tème. 


(jette égalité établit une différence profonde entre la relation qui 
lie l'énergie interne au travail des actions électrodynamiques et la 
relation qui lie cette même énergie interne au travail des actions 
de gravitation, capillaires, électrostatiques, magnétiques, etc. 

Lorsqu’on suit la théorie que nous venons d’exposer dans les 
précédents Chapitres, cette égalité se présente comme la consé¬ 
quence finale d’une suite d’hypothèses très naturelles et de dé¬ 
ductions très claires, en sorte qu’elle ne constitue plus qu’un 
paradoxe, facile, d’ailleurs, à expliquer dans l’état actuel de la 
Thermodynamique. 

Prise, au contraire comme point de départ d’une théorie, elle 
paraît fort invraisemblable, et devait surtout le paraître à une 
époque où l'obscurité qui entourait les principes de la Thermo¬ 
dynamique en rendait l’explication presque impossible. Aussi 
M. Helmholtz, Sir W. Thomson, les physiciens qui, après eux, 
ont suivi la même voie, ont-ils dissimulé l’invraisemblance du 
p°int de départ sous la brièveté et l’obscurité de l’exposé; mé¬ 
thode à ce point dangereuse que certains physiciens, en voulant 
reproduire leur raisonnement, obtiennent une valeur de la force 
électromotrice d’induction précisément de signe contraire à la vé¬ 
ritable valeur de cette force donnée par la loi de Neumann. 

P d'»ne grand inconvénient au point de vue logique, à ad¬ 
mettre, a pilori, et à prendie comme point de départ la proposi¬ 
tion paradoxale exprimée par l’égalité (i5), proposition dont la 

rhermodynamique montre la possibilité, mais dont elle 11e prouve 

pas la nécessité. 


Admettons néanmoins celle proposition. 
La loi de Joule nous donnera encore 1 


? ' 
ecr 


ilé (5); 



t 
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former celle ci^ nous pourrons continuer de foire usEigG des cgs— 
liLés ( 6 ) et ( 7 ), qui nous donneront de nouveau 1 


7 r 

eg 



( 8 ) 



C 


J ds dt 


E8U'— d&”: 


Mais, tandis que, dans cette égalité (8), — dis] conservera la 
valeur donnée par l’égalité (10), l’égalité (9) devra, en vertu des 
égalités (i4), être remplacée par l’égalité 


E SU' 


5 V 2 


(16) 




< 


'«r/'i 

V 

\ 

L v 


X 


1 


X 


COS Q) 


2 r 


cos 6 cos 6' ) ds ds f 


2 r 


3 V 2 


dt 



J ds 



1 H- X 1 

-COS to -f- 


— cosO COS0'^ ds 


2r 


dt 


En vertu des égalités (i o) et (16), l’égalité (8) devient 


) 



£ ds dt 


2V 2 

— 8 1 ds 


xc- 


x 


T 


X 


COS ü) 


2 r 


cosÔ cosfl' 1 J' ds' 


2 / 


J 


Il est bien clair que cette égalité (17) est vérifiée si l’on rem¬ 
place £ ds dt par 


5 V 2 


S ds 


X 1 


X 


X 


cos tu 


cosO cos0' 1 J' ds' 


2 /■ 


2 r 


qui en représente la véritable valeur; mais il n’est pas parfaite¬ 
ment clair que ce soit là la seule manière de vérifier l’égalité (17). 
en sorte que cette égalité ne suffit pas, à elle seule, pour détermi¬ 
ner complètement la loi de l’induction électrodynamique; en par¬ 
ticulier, si, dans un élément ou dans un groupe d’éléments, on a 
J = o, on peut, en chaque point de cet élément ou de ce groupe 
donner à £ une valeur arbitraire. 

Ainsi, lorsqu’on veut, conformément à l’ordre reçu, passer delà 
loi de l’Electrodynamique à la loi de l’Induction, en employant 
comme voies de passage la loi de Joule et le principe de la conser- 

pre- 


vation de l’énergie, on se heurte à deux 




t 



nnère est particulièrement grave : 

i° On est obligé d’accepter, à titre de principe fondamental, 
une relation dans laquelle les actions électrodynamiques se com¬ 
portent, à l’égard de l’énergie interne d’un système, d’une ma¬ 
nière précisément inverse des autres actions étudiées dans les 
diverses parties de la Physique; en sorte que cette relation est 
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exactement de sens contraire à celle dont on serait naturellement 
porté, par voie d’analogie, à admettre l’existence. La lhermody- 
namique peut bien montrer la possibilité de la relation qui doit 
ainsi être admise, mais non point en prouver la nécessité, ni 
même établir l’impossibilité de la relation inverse; celle-ci, ce¬ 
pendant, doit être rejetée malgré les raisons d’analogie. Les ré¬ 
sultats ainsi fournis par la Thermodynamique satisfont l’esprit 
lorsque la relation en question se présente comme conséquence 
d’une théorie logique et qu’il s’agit seulement d’expliquer ce 
qu’elle présente de paradoxal; iis ne le satisfont plus si la relation 
en question doit devenir le fondement même de la théorie. 

2° On obtient, entre les forces électromotrices d’induction qui 
agissent dans les divers éléments du système une seule relation, 
qui ne suffît pas pour déterminer isolément la valeur de chacune 
de ces forces. 

Telles sont les raisons qui doivent faire abandonner l’ordre 
suivi par M. von Helmholtz et suivre l’ordre inverse. De la théorie 
de M. von Helmholtz il reste néanmoins l’idée capitale : à savoir 
la possibilité de relier la loi de l’Induction, la loi de l’Électrodyna¬ 
mique et la loi de Joule par le principe de l’équivalence de la 
chaleur et du travail. 



I 


i 



CHAPITRE VI. 


RELATIONS ENTRE LA LOI DE L’ÉLECTRODYNAMIQUE ET LA LOI 

DE L’INDUCTION. LOI DE NEUMANN. LOI DE LENZ. 


Imaginons que l’on ait un système de courants 1 , 2 , ..., n et que 
l’on déplace et déforme l’un d’eux, le conducteur 1 par exemple. 
Si le conducteur 1 est ouvert à ses deux extrémités, l’intensité est 
égale à o à ses deux extrémités; s’il est fermé, elle varie d’une ma¬ 
nière continue d’un point à un autre. Il est facile de voir que tous 
les déplacements et toutes les déformations possibles du conduc¬ 
teur 1 pourront être ramenées comme cas particulier au type sui¬ 
vant : 

Supposons qu’on déplace un segment quelconque AMB appar- 


Fig. 43. 



tenant à un circuit quelconque PAMBP {fig. 43 ). Supposons que 


% 
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les extrémités du segment considéré ne demeurent pas fixes, mais 
glissent sur les parties immobiles du circuit. Supposons en outre 
que cette partie mobile du circuit renferme des lignes de glisse¬ 
ment, une par exemple, en M. 

Imaginons que l’on amène ce segment AMB dans une position 
infiniment voisine A'M'B' et cherchons à déterminer le travail des 
actions électrodynamiques durant ce déplacement. 

Désignons par 

(G, C') 

le potentiel électrodynamique mutuel de deux conducteurs ou de 
deux segments de conducteur, C et C 7 , traversés par certains cou¬ 
rants déterminés. 

Le travail des actions électrodynamiques est déterminé par la 
loi générale suivante : 

Lorsqu’on déplace les uns par rapport aux autres les divers 
conducteurs qui forment un système quelconque de courants, 
les actions électrodynamiques que ces divers conducteurs exer¬ 
cent les uns sur les autres effectuent un travail dx tel que Von 
ait 

(i) dz= — D \ JJ'[/(/')cos0cos6'-+-^(/-)cosw] ds ds', 

le symbole D indiquant une différentielle prise en regardant 
les intensités J, J' comme des constantes. 

Appliquons cette loi au cas qui nous occupe. Imaginons que, 

durant le mouvement, on maintienne invariables les intensités en 

chaque point les conducteurs immobiles ou du conducteurdéplacé. 
Nous aurons 


d y »'[/( /*) cosO cosO 


t 


g{r) cosoj] ds ds' 


(P A'M'B'P, PA'M'B'P) —(PAMBP, PAMBP) 
(PA'M'B'P, 2 )—(PAMBP, 2 ) 


. * • 


-+ (PA'M'B'P, ») — (PjVMBP, n), 
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ce qui peut encore s’écrire 

D \ JJ'[/(r) cos0 cos 6' + g(r) cosu)] ds ds' 

= (BPA, AA') + (BPA, A'M'B') h- (BPA, B'B) — (BPA, AMB) 
-+-( 2, AA') + ( 2 , A'M'B') h - ( 2 , B'B) —( 2, AMB) 


+ ( », AA'j + ( n, A'M'B'; -+- ( n, B'B) — ( n, AMB) 

h-(AA'M'B'B, AA'M'B'B) — (AMB, AMB). 


Supposons qu’en tout point du conducteur AMB on renverse 
l’intensité du courant sans en changer la grandeur. 

Désignons par le symbole BMA ce nouvel état du conducteur 
AMB. Nous aurons, d’une manière générale, 

(C, BMA) — — (G, AMB). 

Il est facile de voir aussi que 


(G, AA') -+- (C, A'M'B ) '-+- (C, B'B) h- (G, BMA) — (C, AA'M'B'BMA) 


On aura donc 


D ^ Sy[f(r) cos0 cos0' 

JMI 


g(r) cosu>] ds ds 


(AMBPA, AA'M'B'BMA) 


( 


2, AA'M B'BMA) 


f~.* • • 

H( n, AA'M'B'BMA) 


-+- ( AA'M'B'BMA, AA'M'B'BMA). 

Mais, tandis que les n premiers termes sont des infiniment petits 
du premier ordre, le dernier, potentiel électrodynamique du cir¬ 
cuit AA'M'B'BA sur lui-même, est un infiniment petit du second 

ordre. 

Si donc on désigne par S l’ensemble des courants 1 , 2 , 
dans leur état initial, on aura 

$ v 



4 
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Le travail effectué par les actions electrodynamiques inté¬ 
rieures ci un système lorsqu’ on clef orme ou déplacé d une ma¬ 
nière quelconque un segment AMB de conducteur appartenant 
à ce système est égal au potentiel electrodynamique du sys¬ 
tème dans son état primitif (y compris le conducteur soumis 


au déplacement ), 


sur un courant fermé formé cle la manière 


suivante : 

i° Le segment 

O 



dans sa position initiale, parcouru par 
le courant qui le parcourt initialement / 

2 0 Le chemin B B' clu point B, parcouru de B en B 'par un 

courant dont l’intensité égale celle du courant qui arrive en 


B par AM B ; 

3 ° Le segment B'M'A 'parcouru par un courant dont l’inten¬ 
sité a, en chaquepoint , la même valeur qu'au point correspon¬ 
dant cle BMA, mais un signe contraire; 

4 ° Le chemin renversé A' A du point A, parcouru de A' en A 

par un courant dont l'intensité égale celle clu courant qui part 

de A pour se rendre dans AM B. 


Cette proposition fondamentale a été donnée par F.-E. Neu¬ 
mann (M pour le cas des courants uniformes. 

L’égalité (2) va pouvoir se mettre sous une autre forme. 
Divisons le segment AM en n éléments (fig- 44 ) 

A a ! - ds\, r x l a 2 = ds>, ..., Xn-i M = ds n . 

Divisons le segment MB en p éléments 

M pi = ch i, pi 3 2 = d( t 2 , .. ., P/j-i B = dvp. 

Dans le mouvement du conducteur AM, 

Le point A vient en , 

» a 1 » oc j, 

» oc% ï) oc «, 


1 )} a Ai — 11 

m » m; . 


( 1 ) I\-E. Neumann, Die mathematischen Gesetze der inducirten elektrischen 
Strome Mémoires de l’Académie de Berlin, i845 ). 
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Dans le mouvement du conducteur MB, 

Le point M vient en N' 1; 

» p. » p;, 

» pj » B'„ 


* * * * * 


B 


* ? 


Pp- 

B'.. 


1 » 


Fig. 


% 


p^ 

P- 


S 

p-z 


O* 

?/ 


p 9 \ 


* 


m 


«r 


A 


Posons 


05 

= A A', 

At = 

m'n;, 

D 5 

11 

> 

> 

0?T, — 

m; p;, 

ds\ 

— A i % i ? 

<f<7 2 = 

P* p; » 

ds\ 

—r: y f Qf f 

- m « m m 

| A A A m * 4 

Lvu 


* * * * • ■ 

f * V. m ■ J 

* 4 ■ * 

• # • ■ • j 

^/<T y;- 

1 b 

ds n 


D a — 

b; b'. 

As 

= M'. M'. 

"s 

ocr — 

B'B. 
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les valeurs des intensités dans les éléments 

ds J, ds%* ... , dSfu d @ij d& 2 , • • • i d^p. 


Soit enfin 



le potentiel électrodynamique du système primitif sur l’élément ds 
parcouru, dans le sens positif, par un courant égal à l’unité. Nous 
verrons sans peine que l’on a 

(S, AMBB'M'A'A) 

= [i/Si]— 1-2 [<tfs 2 I/j [ds n ] —t- Ji[ di^ ]J-2 [di % ]-h•.. + Jp[d<r p ] 

— Jp[ 8 c]—Jp[Da]— J p[dcr'p] — ...— h[d<_ ]— Ji [da']~- J t [ Ar] 

— I„ [As] -- I„ [ds •. — la [ ds\ ] Ii [ ds\ ) — Ii[Ds]—Ii[ 8 s]. 


Si l’on remarque que 

I *= Ji, 

l’égalité (2) pourra s’écrire 



ox = — Il | [ds\] — [dsi ] j — Ji ] — [rfffi ] ( 

— I, j [ ds' % ] — [ ds -2 ] { — Jj j [ d^'z ] — [ d<j 2 ] j 

-I, j[D.] + [ &]|-J,j[D.] + [ 8,]] 

— J1 j [ A s J -t- [ A <r ] |. 


Cette égalité met en évidence certaines relations remarquables 
entre la loi des actions électrodynamiques et la loi de l’induction. 

Si le système subit le déplacement que nous venons d’imaginer, 
toutes les intensités demeurant constantes, le circuit 1 va être le 
siège de certaines forces électromotrices d’induction qui seront : 


Dans l’élément 

ds\ . 

e x ds\ = 



)) 

ds f 

VV J ^ 1 t i 1 t 1 * 1 f 

62 ds, } — 

" ~di 

V 

)> 

ds f 

tvv ^ e • • * • « 1 • t 

c h ds fi — 

-T, IW]- 

****** J 

- [ ds n ] J , 

» 

da f 

t . 

îi drs = 

= z, 


)> 

di* 

VV J * * * Vf* * •* 

* * • ***••**# 

e 2 d< t' 2 = 

******* 


***** * * j 
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Dans l’élément 

J -t 

p m « a 

e pd<jp= 

1 

dt 

j [ de p 

)> 

Ds 

" ^ • 0 a § % ■ * 0 m 9 

EDs = 

§ 

1 

dt 

[D*], 

)) 

OS. 

£§s = 

[ 

dt 

[8»L 

)) 

As 

HA s = 

1 

dt 

[ 

» 

D CT. 

E'D<r = 

X 

dt 


)> 

0(7 

^ • ■ * » • 

C r So- = 

ï 

dt 

[ Scr ], 

)) 

Acr.. 

H Acr — 

1 

dt 

[ A<J j- 


On a donc, pour tout le circuit 1 



dtJ £ds = [[<&',] —[£foi]j h- jfrfiri] — [<fai]j 

| [ds ' 2 ] — [ ds %] J j [ds', ] — [ da % ] J 

.. 

j [ ds n ] [ ds/i j [ H- | [ d<sp ] \dvp j j 

-+- [ D.î ] -+- [os ] -+- [ As] -f- [ Do-] -+- [ Sot ]+ [ Aa]. 

Comparons les égalités ( 3 ) et ( 4 ). Si le circuit déformé était 
traversé par un courant d’intensité égale à l’unité, les actions élec¬ 
trodynamiques exercées sur ce circuit parle système pris tout en¬ 
tier, dans son état primitif, y compris le conducteur soumis au 
mouvement, effectueraient un travail d 2 r dont la valeur peut se 
déduire de l’égalité ( 3 ); il est facile de voir que 

(5) dt f £ ds = — d%. 

On arrive donc ainsi à cette proposition, énoncée en 1847 par 
F.-E. Neumann pour le cas des courants uniformes : 

Si, dans un système formé par des conducteurs que tra¬ 
versent des courants quelconques, on déforme et déplace un de 
ces conducteurs en laissant les autres immobiles et en mainte¬ 
nant invariable Vintensité du courant qui traverse chaque 
élément, le conducteur déplacé est le siège de forces électro- 
motrices d 1 induction. Considérons celles de ces forces qui sont 
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dues au seul mouvement du conducteur. La somme de ces forces 
s'obtient en divisant par la durée du déplacement le travail 
qiCeffectueraient les actions électrodynamiques exercées par 
tout le système, pris dans son état actuel (y compris l’induit), 
sur un conducteur identique à l'induit traversé par un cou¬ 
rant égal à Vunité, et en changeant le signe du quotient. 


Cetle proposition fournit une première relation entre les actions 
électrodynamiques et l’induction. Elle ramène à un problème 
d’Électrodynamique le calcul de la force électromotrice intégrale 
d’induction engendrée dans un conducteur parle seul mouvement 
de ce conducteur. 

On peut en déduire une seconde relation. 

Supposons que les forces électromotrices d’induction que nous 
venons d’étudier soient employées à produire un courant uniforme 
dans le circuit induit; elles y engendreraient un courant d’in¬ 
tensité 



R étant la résistance de l’induit. 
D’après l’égalité ( 5 ), on a 


i 

R ~dt' 


D’autre part, les actions exercées par tout le système, y com¬ 
pris l’induit, sur un conducteur identique à l’induit traversé par 
un courant d’intensité J, effectueraient, si l’on imposait la défor¬ 
mation considérée à ce conducteur, un travail qui, d’après l’éga¬ 
lité (3), aurait pour valeur 

d& = J d^s. 


On aurait donc 



I ( d3t 

R ~dT’ 


égalité qui prouve que d% est essentiellement négatif et permet 
d’énoncer la proposition suivante : 

Si, dans un système formé par des conducteurs que tra¬ 
versent des courants quelconques, on déforme et déplace un 
des conducteurs que nous nommerons /’induit, en laissant 
immobiles les autres conducteurs et en laissant invariable Lin- 
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tensite du courant qui traverse chaque élément, Vinduit est le 


J 


& 


fi 


Si ces 


un 


forme 


fa- 


certaine intensité J. 


sur un conducteur identique ci Vinduit traversé par un con¬ 
forme d’intensité J effectueraient un travail négatif 

'ée du système, et, par consé- 
à cette déformation. 


dans 


défo 


consi 



G 


H W 

ment de ses travaux sur la théorie de l’Induction. 


(’) Lenz, Ueber die Bestimmung der Richtung der durch electrodyna- 
mische Vertheilung erregten Strôme ( Poggendorff’s Annalen, t. XXI, p. 483; 

l834 )* 
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CHAPITRE VII. 


DÉFINITION DE L’ACTION EXERCÉE SUR UN ÉLÉMENT COURANT. 


Nous avons vu que la loi fondamentale de l’Électrodynamique 
était la suivante : 

Lorsqu on déplace les uns par rapport aux autres les divers 
conducteurs qui forment un système quelconque de courants , 
les actions électrodynamiques que ces divers conducteurs 
exercent les uns sur les autres effectuent un travail d-z tel 
que Von ait 

( i) dx — — D) cosO cos0'+ g(r) cosoj] ds ds', 


le symbole D indiquant une différentielle prise en regardant 
les intensités J, V comme des constantes. 

Cette loi définit le travail effectué par les actions électrodyna¬ 
miques dans une déformation quelconque du système, et, par 
conséquent, elle détermine les actions électrodynamiques aussi 
complètement qu’il peut être nécessaire, car, dans une question 
quelconque, les actions électrodynamiques ne s’introduisent ja¬ 
mais que par leur travail élémentaire, réel ou virtuel. 

Un élément de courant ne peut jamais se mouvoir isolément; il 
doit toujours, dans son mouvement, faire partie d’un courant 
réalisable le long duquel l’intensité varie d’une manière continue. 
L’expression de Jorce appliquée à un élément de courant n’a 
donc, par elle-même, aucun sens ; elle doit être l’objet d’une dé¬ 
finition qui peut se donner de la manière suivante : 

= ds (fig. 45 f un élément de courant, traversé de A 


Soit AB 


en B par un courant, d'intensité (J 


1 di 
a ds 


ds) au point A et d’in- 


/ 


lensilé (J 


1 d J 


ds 


d. 


v I au point B. Dans une déformation infini 
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ment petite quelconque du système, cet élément vient en A , B\ 
Son extrémité A décrit le chemin AA' et son extrémité B le 
chemin BB'. 

Supposons que Ton puisse appliquer à l’élément AB = ds un 
système de forces F jouissant de la propriété que voici : 



Dans tout déplacement de Vélément AB, les forces F effec¬ 
tuent un travail égal au potentiel électrodynamique du sys¬ 
tème donné, à V instant t, sur un circuit fermé infiniment petit 
composé de la manière suivante : 

i° L’élément AB, parcouru de A en B par un courant d’in¬ 
tensité J au milieu M de cet élément, d’intensité (J — 


2 ds 


ds 


au point A et d'intensité (J 


1 di 

2 ds 


ds ) au point B ; 


\ r _ 

2 ° Le chemin BB' du point B, parcouru de B en B 'par un 


courant d'intensité ( J -f- - 

2 ds 



3° L’élément B'A', parcouru de B' en A! par un courant 

ds) au point B', d’intensité J au milieu 


d’intensité (J 


1 d J 

2 ds 


M' de l’élément, d’intensité (J 


i di 

i ds 


\ 

dsj au point kl ; 


\ " - / 

4° Le chemin renversé Al A du point A, parcouru de Al en A 


par un courant d’intensité (J 


1 di j \ 

—-rds . 

2 ds ] 


Nous verrons, à la fin du présent Chapitre, qu’il existe un tel 
système de forces F et nous apprendrons, au prochain Chapitre, à 

le déterminer. 

Nous dirons que l’ensemble des forces F représente l’action 
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électrodynamique exercée, sur Vélément AB = ds , par tout le 
système. 

Cetle définition n’est pas entièrement arbitraire. Elle trouve sa 
justification dans les considérations suivantes : 

i° Imaginons que, par les points A et B, on ait fait passer deux 
segments de fils conducteurs a a/ et [if {fi g. 4b) I imaginons que 
l'élément AB ne soit pas invariablement lié par ses extrémités A 
et B aux parties voisines AP et BQ du fil conducteur auquel il 



appartient, mais que ces extrémités A et B puissent librement 
glisser, l’une sur aa' et l’autre sur Le phénomène n’est évi¬ 
demment pas incompatible avec les propriétés des courants. 
Lorsque l’élément AB vient en A'B', on peut concevoir que le 

courant, au lieu d'arriver en A avec l’intensité (j — 


<U 

ds 


ds 


\ de 


passer en M avec l'intensité J et enfin de sortir en B avec l’intensité 


J 


- —j— ds ), suive le chemin AA avec l’intensité J 

2 ds ] 1 . 


1 dS 


•1 




1 


puis entre dans l’élément A / B 7 , passe en M/ avec l’intensité J, et 
enfin marche de B r en B avec l’intensité (.1 


1 dJ 



•i ds 



. L’inten¬ 



sité demeure continue le long du circuit auquel appartient l’é 
ment AB et la transformation considérée peut être conçue comme 



1 



< r, si l’on se reporte au théorème démontré au début du Cha¬ 
pitre précédent, on verra sans peine que le travail effectué dans la 
modification considérée par les actions électrodvnamiques est 
précisément égal au travail effectué par ce que nous avons a ppelé 
les forces appliquées à l’élément AB. 
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Ainsi, loi squ on déplacé d’une manière réalisable quel- 
conque un seul élément d’un conducteur, le travail accompli 

par les actions électrodynamiques se réduit au travail des 
forces appliquées à l'élément. 

2 ° Supposons maintenant qu’on dépi ace de la même manière 
un segment fini quelconque AM 13 {fig. 47) appartenant à un cir- 


Fig. 47- 



cuit quelconque PAMBP. D’après l’égalité (3) du Chapitre pré¬ 
cédent, le travail effectué par les actions électrodynamiques a 
pour valeur 



(0 
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Or le travail des actions appliquées à l’élément ds K a pour 


v 


aleu 


i 



Le travail des actions appliquées à l’élément ds 2 a pour va¬ 
leur 




Le travail des actions appliquées à l’élément ds„ a pour va¬ 


leur 



Mais on a 



et aussi 

f*i«i] -+- [ a i *i] = o, 


On a donc 





Si l’on désigne par é/©,, c/@ 2 , 
îlectrodynamiques appliquées à chacun des éléments ds^ , d<7- 2 , 


d% p le travail des actions 
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d<T p , on aura de même 


d® i 



d® 



* * * 



d® 


p 


h ir*',i 


[ d$ i ] 


h | [c&r'j] — [d^i ] 


(3) 


J-|[*p]-[*p1! 


l> 


Ji 


\ 


di i da i 
d<J t 2 


[mn;i 


j 





^ fÜüfi) [BB t ] 


Négligeons les quantités infiniment petites du second ordre 




dli 

dsi 

dsi 

2 

dl/i 

d $ p 

d s /i 

2 

dii 

dsi 


2 

di p 

d(J p 

dv p 

2 


[aa; ], 

[MM',], 

[mn;], 

[BB'J; 


remarquons en outre que 

\ n — "i 

et les égalités (i), ( 2 ) et (3) nous donneront 

dx — ( diD\ "H d(. 5)2 H - ... 4 " d(s >h d® 1 -H d®^ . ... 1 d®p ) 

- I t f [ AA^ ] — [ 8 s] — [Ds] | — | [BB; ] +- [ 8 <t] — [Dct] j 

-h h [ [mn; ] - [ mm; ] - [ as] - [ a*] j ; 

ce qui peut encore s’écrire, en reprenant les notations du Chapitre 
précédent, 

dx — ( d<£) 1 -4- d& 2 d& n -+- d®i -h d® 2 -j-... -t - d® p ) 

= -I 1 (S, A A'A, A) — J/;(S, J,(S, MM] M'N, M). 

Or les trois quantités 

(S, A A'A, A), (S, BB',B'B), (S, MM] M'N] M), 

qui sont les valeurs du potentiel électrodjnamique du système sur 
trois circuits fermés infiniment petits, sont des infiniment petits 
du second ordre, ce qui permet d’écrire 

( 4 ) dx = d&i -+- d & 2 ®-.. .h- d§ n - 1 - d® ! -h d®z®-...-® d® p . 
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(4) 


Le travail clés actions électrodynamiques, dans un déplace¬ 
ment quelconque d’un conducteur, est égal à la somme des 
travaux effectués par les forces électrodynamiques appliquées 
aux divers éléments du conducteur. 

La définition clés forces électrodynamiques appliquées à un élé¬ 
ment de courant est ainsi justifiée. 

11 faut maintenant montrer qu’il existe des forces répondant à 
cette définition et indiquer comment on peut les calculer. 

Toute modification d’un élément AB — ds de courant peut être 
décomposée : 

i° En une dilatation ods de l’élément, dilatation durant la¬ 
quelle la direction et le milieu de l’élément demeurent fixes; 

2 ° En trois rotations SX, Su, Sv, autour de trois axes rectangu¬ 


laires M x, 



, Ms, menés par le milieu M de l’élément; 


3” En trois translations ox , 3j r , 3s, parallèles à ces trois axes. 

Chacune de ces modifications élémentaires définit un petit con¬ 
tour analogue au contour ABIFA/A de la fi g. é\5 qui a servi à la 
définition des forces F appliquées à l’élément.- 

Soit T S ds le potentiel électrodynamique du système sur le petit 
contour ABBA'A correspondant à la dilatation. 

Soient L SX, M Su, N Sv les potentiels électrodynamiques du 
système sur les petits contours ABB A/A correspondant à cha¬ 
cune des rotations. 

Soient enfin X ox, Yqr, Z oz les potentiels électrodynamiques 
du système sur les petits contours A B B'A'A correspondant 
mine des translati ons. 

Nous allons prouver : 

î " Qu on obtiendra un système de forces possédant les pro 
priétés que nous avons attribuées aux forces F, si l’on prend 

Deux tensions égales ci T appliquées aux deux extrémité 


* 

a 



* - / 
J S 



l’élément ; 


Un couple dont l’axe ait pour 



L, M, N ; 


Duc force, appliquée au milieu de Vélément, ayant pour 
composantes X, Y, Z. 

2 " Qu il est impossible d’obtenir aucun autre système pos¬ 


sédant les propriétés clés forces F. 
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La démonstration de cette proposition repose sur le lemme sui¬ 


vant : 


Soient AB, A'B', h!'W ( Jig . 48 ) trois positions d’un élément 

de courant, telles que l’on puisse passer de l’une à l’autre par des 



translations infiniment petites, des rotations infiniment petites, et 
des dilatations infiniment petites par rapport à ds. On aura 


(S, A B B'A'A) -4- (S, A' B' B"A"A) -f- (S, A"B"B AA") = o 


Il est facile, en effet, de voir que la somme qui forme le premier 
membre de cette égalité se réduit à la différence de deux poten¬ 
tiels électrodjnamiques : 

i° Le potentiel électrodynamique du système sur le petit cir¬ 
cuit B B' [V B parcouru par un courant d’in tensité - 


dS ds \ 

Va m 

ds 


2 0 Le potentiel éleclrodynamique du système sur le petit cir¬ 
cuit A A' A" A p arcouru par un courant d’intensité fj — 


di ds 
ds 


Or, en premier lieu, chacun de ces deux potentiels est un infi¬ 
niment petit du second ordre par rapport à ds. 

En second lieu, la différence qu’ils ont entre eux doit être infi¬ 
niment petite par rapport à la valeur de chacun d’eux. 

En effet, le circuit BB'B^B s’obtient par les opérations sui¬ 


vantes : 

i° On fait varier les divers éléments du circuit AA'A ff A de 
Quantités infiniment petites par rapport à leur valeur ; 

2 ° On fait varier infiniment peu l’intensité du courant qui tra¬ 
verse le circuit A A'A" A ; 

3° On impose à ce circuit un déplacement infiniment petit. 

«V 

Cette différence est donc infiniment petite du troisième ordre. 
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Chacune des trois quantités 

(S, ABB'A'A), (S, A'B'B"A"A'), (S, A" B" B AA") 

étant infiniment petite du second ordre, on voit que l’on peut écrire 


(S, ABB'A'A)-+-(S, A'B'B"A"A') + (S, A" B"B A A") 


o. 


Cette proposition s’étend évidemment au cas où l’on considé¬ 
rerait un nombre fini quelconque de positions infiniment voisines 
de l’élément AB. 

Imaginons maintenant, une fois cette proposition établie, que 
l’on fasse passer l’élément AB à une position infiniment voisine 
quelconque A'B\ Proposons-nous de déterminer la valeur de 

(S, ABB'VA). 

D’après le lemme précédent, cette quantité est la somme des 
quantités analogues relatives aux modifications simples en les¬ 
quelles la modification considérée peut être censée décomposée. 
On doit donc avoir 


(S, ABB'AA'A) = T 8 ds 


Loi 


l\l S[Jl-r N 8v 


occ 


Y OJ -4- Z 03. 


Cette égalité nous montre alors : 


i" Que ^ es forces définies par les quantités T, L, M, N, X, Y, 
Z effectuent, dans tout déplacement de l’élément AB, un travail 
égal à la quantité (S, A B B'A'A) ; 

2 ° Que ces forces sont les seules qui jouissent de cette pro¬ 
priété ( 1 ). 

Les fo rces en question sont donc des actions électrodjnamiques 
appliquées à l’élément de courant AB = ds. Leur définition est 
maintenant complète. Il ne reste plus qu’à calculer la valeur des 
sept quantités 

T, 

L, M, IN, 


X, Y 


î 


Z. 


Ce sera l’objet du Chapitre suivant. 


En ne regardant pas comme distinct de ce système de forces un autre sys¬ 
tème que Ton obtiendrait en composant les premières forces suivant les règles 
connues de la statique des solides. 
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CHAPITRE VIII. 


CALCUL DES ACTIONS ÉLECTRODYNAMIQUES EXERCÉES 

SUR UN ÉLÉMENT DE COURANT. 


Nous allons maintenant nous proposer de calculer la tension 
électrodynamique T, le couple électrodynamique (L, M, N) et la 
force électrodynamique (X, Y, Z). 


i" Tension. 

Imaginons que l’élément AB = ds, sans changer de position, 
s’allonge d’une quantité 3 ds, de manière que ses extrémités vien¬ 
nent en A'B' ( fig. 49), son milieu O demeurant immobile. Le 

Fig- 49- 


contour AA'B'BA est formé ici de deux lignes confondues, par¬ 
courues en sens contraire par des courants dont 1 intensité au 
même point ne. diffère que de quantités infiniment petites du se¬ 
cond ordre. Il est facile de voir que le potentiel electiodyna- 

mique P du 

du troisième ordre.'Comme on a d’ailleurs 

p = — TSrfs, 

et que ods est seulement un infiniment petit du second oïdie, on 


système sur ce circuit est un infiniment petit au moins 
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voil que 

(i) T = o. 

Il ri existe pas de tension électrodynamique dans un jil par¬ 
couru par un courant. 

2 ° Couple. 

Soit AB = ds (Jig. 5o) l’élément sur lequel s’exerce l’action. 
Soit Q son milieu. Soit J l’intensité au point Q du courant qui le 





parcourt de A vers B. Au point A, ce courant a pour intensité 


J 


\ 


au point B, il a pour intensité (J 


1 dJ 

«HH 

2 ds 


ds 


Supposons cet élément rapporté à un système de coordonnées 
rectangulaires OA, ü\ , ()Z, et désignons par L, M, N les com¬ 
posantes suivant OX, OY, OZ de l’axe du couple qui sollicite 
cet élément, la réduction des forces étant faite, comme nous l’a¬ 
vons supposé, au point O. 

Par le point Q menons une parallèle QZ, à OZ. Faisons tour¬ 
ner l’élément AB d’un angle ch. autour de QZ,, de manière à l’a¬ 
mener en A'B'. Les actions exercées sur l’élément AB effectuent, 
dans ces conditions, un travail N<^a. Ce travail est égal au signe 
près au potentiel électrodynamique du courant considéré sur un 
circuit fictif composé de la manière suivante : 


i" L’élément A' B' parcouru de A' en 


B' 


par 


un courant 
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ayant pour intensité 


r ctt 


2 ds 


ds) au point A', J au point Q, 


T t dJ 

J ~^2ds 


dsJ au point B'; 


2 0 L’élément B'B parcouru de B' en B par un courant d’inten¬ 


sité 1 J 


1 £? 

2 ds 


dsj ; 


3° L élément BA parcouru de B en A par un courant ay r ant pour 

1 dJ 

- - -7- ds) au point B, J au point Q, ( J 


intensité t J 


1 di 


2 ds 


ds 


au point A ; 

4° L’élément À.A! 


parcouru de A en A' par un courant d’inten¬ 


sité 1 J 


1 d3 


2 ds 


ds 


Désignons par 10 l’angle de AB avec l’élément agissant ds', et 


par r la distance de Q au milieu de ds'. 


Nous avons 


( t» —- f (r) cosQ cos0'-4- g (r) cosoj 


avec 


COsO cos0'=: COS (x) 


0 2 




r 


Os Os' 


Soit une fonction M (r) définie par l’équation 


( 2 ) 

d r rfM<»~| 

clr [_ dr J 

- — rf{r), 

et posons 



(D 

N (r) = g(r) - 

1 rfM(r) 
r dr 

Nous aurons 

d) 

à 2 M ( r ) 

<I> = -- — -h 

Os Os' 

-N (r) cos tu. 


Le troisième élément BA fournira au potentiel que nous vou¬ 


lons calculer un terme 




0 2 M (r) 

Os Os' 



N(/’)cosw Y ds', 


l’intégration s’étendant à l’un des courants continus qui consti¬ 
tuent le système et la sommation à tous ces courants. 

Pour l’élément A! B ; , N (r) cosw doit être remplacé par 



0 

â% 


[N(/’) cos w] da. ; 


D. 


III. 


n 


N (r) coso> 
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• 2 r >8 


d® M( /•) J • A 1 , 

-r- doit etre remplace par 


ds ds 


à 2 M ( r ) 
ds à s' 


d fd 2 M(r) 


ÙOL 


ds ds 


da 


L’élément A.'B'fournit alors au potentiel que nous voulons cal¬ 


culer un terme dont la valeur est 


J ds 


s/f 


<?»M(r) 

ds ds 



d <9 2 M(/‘) . , r/ . à T j 

-— f/a-J-N(/*)cosw-f- — N (/’) coscoaa 

dsds da 


da 


1 J ' ds’. 


La somme des deux termes fournis au potentiel par les éléments 
A'B' et BA a alors pour valeur 


ds da 


s/r 


d à 2 M ( r ) 


da ds ds ' 



d 

da 


N (r) cos eu J' ds r . 


Calculons les quantités 


à d 2 M ( r ) 

da ds à s' 


d 

da 


N ( r) cosio. 


Soient x, y , z les coordonnées du milieu O de l’élément ds, et 
x', y', z' les coordonnées du milieu de l’élément ds'. 


Nous avons 


àr 

ds 


x 


T dx 


r 


ds 



y - y' dy 


' dz 


r 


ds 



r 


ds 


et 


d M (r) d M (r) àr rfM(r) 


ds 


di 


ds 


M(r) x — x 

■ - i » ‘w ■ m 

dr L /* 


dx 

ds 



y—y dy 




z d z 


r 


ds 



ds 


•. , dz 


La quantité ~ représente le cosinus de l’angle que AB lail 

avec l’axe des z\ dans la rotation considérée, cet angle ne varie 
pas. 11 en est de même de r, x , y, x\ y f , z*. On a donc 


d d M( r) dM(r) 


da 


Os 


dr 


x 


dx 
x' 0 lTs 


r 


da 



y 


ù± 

r f ds 


r 


da 


et, par conséquent. 


d 0- M(r) 
da ds Os' 


d I\I ( /’ ) x — x , dx 

d -r—- - d 


df 


ds 


d 


d IN I ( r y 


<it 


zï. A 

r ds 


ds 


da 


Os 


da 
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La quantité r ne variant pas, on a 

^ TVT / \ T». / . Ô COS to 

j- JN (/’) cos tu = N(r)-- 

01 a du 

La projection du circuit fermé AA'B B sur la direction de l’é¬ 
lément ds' doit être égale à o. Or les éléments AA' et B'B, qui 
sont parallèles et de même sens, font avec l’élément ds' un cer¬ 
tain angle CD|. Si nous désignons par d<r la longueur de l’un quel¬ 
conque de ces deux éléments, la somme de leurs projections sur 
ds' aura pour valeur 

2 COS toi d<3. 


D’ailleurs la somme des projections sur l’élément ds' des de 


11 X 


éléments A'B' et BA est 


à cos to 


Ool 


d% ds. 


On a donc 


à cos 


OJ 


dot 


2 COS (jl)| 


ds 


d ot ds 


Mais de est l’arc qui correspond à l’angle au centre da. dan 


s un 


ds . 


cercle qui a pour rayon ~ sin (ds, z). On a donc 


ds 


i 

- ds dot sin ( ds , z ) 

9. v 


et 


à cosüj 
dot 


coso)| sin ( ds y z ) 


De tous ces calculs, il résulte que les deux éléments A ; B 7 et BA 
fournissent au potentiel que nous voulons évaluer le terme 


J ds dot 



\ d M ( r ) x — x r , dx 

à d r -7- ° Us 


Ô 


ds' 

d M ( r ) y 


ds 


dot 

y' \ dy 

-- 0 -T- 

ds 


ds’ 


dot 


N ( r) cos (jl>i sin (ds 


? 



rds' 


Calculons maintenant les termes fournis au même potentiel par 
les éléments AA' et B'B. 
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2C0 


L’élément AA' a pour longueur 


dv = - ds doi sin (ds , z). 

2 


La distance du point A au milieu de l’élément ds 1 est 


t dr 7 

p = r -— ds. 

1 2 os 


La distance du milieu de l’élément AA ; au milieu de l’élément ds f 
a pour valeur 


^ 1 àr , 

R — r -— ds 

2 ds 


1 di 


2 dv 




L’élément AA' fait avec l’élément ds' l’angle . Il est traversé de A 


en A' par un courant d’intensité (J 
potentiel le terme suivant 


b 

1 dJ 

2 ds 


ds ). Il fournit donc au 


-N 

2 


1 dJ 

2 <:/s 


< 7 $ ) f/s f/a sin ( ds , 5) 


Z/ï 


d 2 M( R ) 

t)(T 


Si l’on pose de même 


R' 


l dr 


r 



2 ds 


ds 


1 


dr 



N ( R) cos an 1 y ds f 



2 da 


dv , 


’élément B'B fournira un terme 



- ( J H- - -p </s ) ds da sin ( ds , 3) 
2 V 2 ds 



g? 2 M ( B ; ) 

Jct f/s' 


N (R') cos tu 


1 


J' g/s'. 


La somme de ces deux termes, réduite aux infiniment petits prin 
cipaux, a pour valeur 


J ds dot. sin 


. , V r[à*M(r 

,n <*,=) >J 


) 


N( r ) cos on 



ds '. 


1 • . à 2 M ( r ) \ 

1j a ( | u d 1 îtite — , peut etre rem 



c ) 2 M ( p ) 

? av ^dT 


Soienl ç, ri, Ç les coordonnées du point A. 



us aurons 


d°- M(o) <) rrfVK'o) ? arH 

d\ 0 I 

d M ( 0 ) r, — y 

1 #/ 

g/r, 

<h ds' Os [ dp p 

g/7 ‘ ds* 

_ do p 

c/a 


0 1 

f 

r z'i 

c/Ç 


' Os' 

do p 

</a 
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?-6 r 


D’ailleurs nous avons 


È = 

x - 

I 

dx 

2 

ds 

Tj = 

y~ 

1 

2 

ds 

ç = 


I 

dz 

z — 

2 

ds 


ds 


J 


ds 


L élément B'B étant perpendiculaire à l’axe des z, nous avons 


dÇ 

d<j 


o 


Les formules précédentes donnent 


d\ 

i 

ù dx 

da 7 

d<7 

2 

da ds 

3î*> 

dr j 

I 

à dy 

dot T 
— ds . 

d <j 

2 

ÔOL ds 

1 w y * 

CV7 


Si r on remarque enfin que 


da = - sin (ds, z) ds da. 


on trouve sans peine que l’on a, aux infiniment petits du troisième 
ordre près, 


sin (ds, z) 


d!M( P> d„ ds 


d (7 ds r 


1 d 

d M ( r ) x — x 

r ~| 0 dx 

à 

t 

d M ( r ) y — y f 

d dy ) 

( ds' 

dr r 

J dy. ds 

1 ds' 

dr r 

dy ds ^ 


da ds. 


« 

Les deux éléments AA', BB' fournissent donc au potentiel que 
nous voulons calculer le terme 





J as d<x 




à 

M ( r) x — 

à 

dx 

ds 1 

dr r J 

doc 

ds 

d 

rû?M(r) y—y ] 

d 

dy 

ds' 

|_ dr u J 

da 

ds 


N (r) cos(i>i sin (ds, z) > J' ds'. 


Ce terme (6) est égal en valeur absolue au terme (5), mais de 
signe contraire. La somme de ces deux termes devant être égale 
à — Nda, on voit que l’on a 


N = o. 
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Un raisonnement analogue donnerait 

L = o, 

M = o. 

Le couple électrodynamique est nul. L’action d’un système 
de courants quelconques sur un élément de courant quelconque 
se réduit ci une force unique, appliquée au milieu de Vélé¬ 
ment. 

I 

C’est cette force dont nous allons maintenant calculer les com¬ 
posantes. 

i 

3° Force. 

Soient X, Y, Z les composantes de la force qui agit sur l’élé¬ 
ment cls = AB ( fig. 5i) et qui est appliquée en son milieu Q. Si 


Fig. 01. 



Y 


nous déplaçons l’élément ÀB de telle façon que chacun de ses 
points décrive un chemin de longueur dx, parallèle à l’axe des x, 
le travail virtuel des actions électrodynamiques aura pour va¬ 
leur Xdx. Ce travail est égal au signe près au potentiel électro¬ 
dynamique du système agissant sur un circuit fermé composé de 
la manière suivante : 
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2 ° L’élément B'B, parcouru de B' en B par un courant d’inten¬ 


sité I J 



1 dJ 

2 ds 


dsj ; 


3° L’élément BA, parcouru de B en A par un courant dont l’in- 

/ 

tensité est J au milieu Q de AB, ( J - 


en A; 


- -f- ds ) en B et ( J 

2 CIS 


i dJ 


•i ds 


ds 


4° L’élément A'A, parcouru de A' en A par un courant d’inten- 


si 


ité (J 


1 d J 

2 ds 


ds I. 


Soit r la distance du point Q au milieu de l’élément ds'] soitco 
l’angle de l’élément AB avec l’élément ds'. 

Le troisième élément, l’élément BA, fournit au potentiel cher¬ 
ché un terme qui a pour valeur 


J ds 


2 /[ 


à 2 M ( r ) 

ds ds' 



N (r) cos o j J r ds f . 


De même, Je premier élément, A' B', fournit le terme 


J ds 



^ d % M (r) 

\ ds à s' 


d- 


d M( r ) dr 


ds ds 


t 


dï 


dx 


dx 



N ( r) cos a) 


à 


dx 


[N (r) coswjé/.r [ J' ds'. 


Si Ton remarque que l’angle to ne varie pas lorsque l’élément 
AB vient en A'B', la somme de ces deux termes aura pour va¬ 
leur 


( 7 ) J ds dx 



\ d* 

) ds ds' 


d M (r) dr 


dr 


dx 



costo 


dN(r) ài 


dr 


dx 


y ds' 


L’élément AA' a pour longueur dx. Il est traversé par un cou- 

ds). Désignons par p la distance du mi- 


rant d’intensité (J 


i di 

ds 


\ , 

lieu de AA' au milieu de ds 1 ] par l’angle que AA fait avec ds' 

L’élément AA' fournit au potentiel cherché le terme 


dx ( J 


i dS 


2 ds 


ds 



dx ds' 



N(p) cosw! 1 J' ds' 


La distance du milieu de l’élément B'B au milieu de 1 élément 

- — ds\. Cet élément fait avec l’élément ds' un angle 

ds 

supplémentaire de l’angle (D|. Il est traversé de B'en B par un 


ds' est i p 
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courant d'intensité (J 



- ^ ds I. Il fournit au 


potentiel cherché 


le ternie 


dx ( J 


1 dJ 

2 ds 


2 /[ 


dx 3 


d* M(p') 


Ox us 

d 2 


N(p) cos(üj i 3 ' ds 


1 d3\y r 

2 ds i J ( dxds' 


d M ( p) dr 

à s 


dp 

d N f p) dr 


ds 


Ip 


ds 


COSWj f 


La somme des termes fournis au potentiel par les deux éléments 
AA, B'B est, en se limitant aux infiniment petits principaux. 


J ds dx 


( 8 ) 



i d 2 f c/M(r) dr 


dJ 

ds 


ds dx 



| dx ds 


à 2 M ( r ) 
dx ds' 


d7 


ds 


d N ( r ) dr 


dr 


ds 


costoj f J'ds 1 



_\ (r ) costojJ J' 


La somme des quantités ( 7 ) et ( 8 ) donne le potentiel que l'on 
veut calculer. 

Si Ton remarque que 


(J2 

dM(r) dr 1 

d s 

— M ( r \ 

d ' 2 

d M ( r ) 


à s ds' 

L dr dx 

ds ds' dx 

dx ds f 

dr 

ds J 


J 


on n oit que ce potentiel se réduit à 


J ds dx 


m 


CO SCO 


dN(r) à 1 


dr 


dx 


cos 10 


dN(r) dr 


1 


dr 


ds 


y ds r 


dj 

ds 


ds dx 


Zf 


d 2 M ( r ) 

dx ds' 



N(r) cosoim y ds'. 


Remarquons maintenant que nous avons 


cosu> 


1 


dx' 


et nous aurons, pour valeur de notre potentiel 


? 




dr 



CO 


' dr 


dsdx 

ds 


2/1 


\- dx 

d 2 M ('/•') 


ds' ds 


J'ds' 


dx ds' 





Cette quantité doit être égale à 


X dx. 
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R 1 a donc la première des trois égalités suivantes : 


2 () ) 


I 


X 


J ds 


2 / 




d N(r) / <9/ 

-;— ( COSü) 

dr 

d*M(r) 


dx 


dx f dr 
ds f ds 


J / ds f 


Ox Os 


f 


N(r) 


dx' 

ds' 



ds', 


Y 


J ds 


(9) 



dS 

ds 


ds 


2 / 

2 /[ 


N ( r ) / dr 

-v-—- COSU) — 

ar \ dy 

d* MO) 


dy dr 
ds ds 


V ds’ 


dy ds 


fN (r) 


</i' 


r J' <&', 


Z 


J 





a? N(r) / ()/ 

COSIO 






dr 

Y 

d 2 M(r) 

d^ 6/6'' 


d 


dz 1 dr 
ds r à s 


J' ds' 


d z? 

N(r) —- | J' ds 1 . 




Les deux autres s’établissent d’une manière analogue, 
mules déterminent l’action électrodynamique d’un système de 
courants quelconques sur un élément de courant quelconque. 
Supposons maintenant que l’on ait 


f( r ) 


31* i 


X 


2 


2 r 


g( r ) 


St 2 r 


X 


ii 


L’égalité ( 2 ) sera vérifiée si l’on prend 


M(r) 


3t 2 1 


X 


r. 


*2 


‘2 


et l’égalité (3) donnera 


N ( r ) 


3t 2 


2 r 


Si l’on remarque alors que 


à % r 
dx ds' 


1 dx' 
r ds' 


- 4 - ( x — x' ) 


d - 

r 

d7 


nos formules ( 9 ) deviendront 


/ 


X = 


3t 2 


2 


J ds 





rds' 


OH . 



3t* di 

2 ds 


ds 



X 


(x 


x') 


d- 

r 

ds' 


3 


dx' 

X d7 


r 


r ds', 


Y 

Z 


1 


\ 
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CHAPITRE IX. 

COMPARAISON DES LOIS PRÉCÉDENTES AVEC LES LOIS 
DE L’ÉLECTRODYNAMIQUE PROPOSÉES PAR D’AUTRES AUTEURS. 


1. — Loi de Grassmann. 


L’aclion d’un courant quelconque sur un élément de courant se 
réduit à une force appliquée au milieu de l’élément, et dont les 
composantes sont données par les formules [Chap. VIII, égali¬ 
tés ( i o) | : 



as 


J ds 


■jl 





COS CO 


à 1 - 

r 

Ox 




a 2 d J 




ds 






I 


X 


1 


( x 


i 


dx f ^ r 
ds* Os 


x ) 


d 1 - 

r 

d7 


y ds f 


dx r 


3 


X ds' 


2 


r 


r ds\ 


X 2 


2 



cos (.0 


0 I 

r 

¥ 





X 


% 


1 ' di 
dy _r 

ds' Os 


(y— y') 


d- 

r 


Os' 


y ds' 


3 


dy 

X ds' 


■> 




r 


J'ds' 


» 


c\ 2 


J ds 


2 


^2 é/J 

x ds 


OJ 


. i 
0 - 
r 

~ôz 



ï 


X 


2 


(Z 


i 


d£ Ô _r 
ds' ds 


J'ds' 


') 


d I 

r 

ds' 


3 — X dz' 
2 ds' 


J' ds'. 


Supposons, en premier lieu, que le courant qui traverse l’élé- 



!■> 


r 

dx f 

*j) 

ôx 

" ds' 

Os J 

d- 

r 

ày 

df 

ds' 

f] 

ds J 

0- 

r 

dz' 

ô'-\ 

r 

i 

ôz 

ds' 

Os J 



> 
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Quelles sont la grandeur et la direction de la force r 
par les formules (3)? 

Multiplions la première des égalités (3) par la seconde, par 



~ ; la troisième, par > et ajoutons membre à membre les résul¬ 


tats obtenus; nous trouvons 


dx 

ds 



dy 

K f 

ds 


K 


dz 

ds 


5t 2 | ^ r 

—- J ds J ds \ 

2 \ ox ds 



3l 2 T 7 , / rfa? 

— J as J as . . . , 

2 V as ds 


à 


i 


■ d y 


dy ds ' 


dy dy 

ds ds ' 




cos CO 


? 


d 

dz dz' \ r 


ds ds 1 / ds 



nous avons aussi 


COS CO = 

dx dx ' 

dy dy' 

d ^ 

ds ds 

ds ds' 

ds d s ' 

ô —- 
r 

^ r dx 

à- , 

r dy 

d ? dz 

I 

ds 

dx ds 

dy ds 

dz ds 


Nous trouvons donc 

y dx dy „ dz 

x + ' s + 1 t. = °’ 


ce qui montre que la force en question est normale à Vélé¬ 
ment ds sur lequel elle agit. 

Soient X, p., v les cosinus directeurs de la normale au plan formé 
par la droite r et l’élément ds'. On aura 



Or les égalités (3) donnent 





.2t 2 J ds J' ds’ 
2 r- 





5 ds J' ds' 
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■Æq 


On a donc 




vî; = o. 


La force en question est située dans le plan de la droite r et 
de Vélément ds'. 

La direction de la force (ç, 7), Ç) nous est dès lors connue; elle 
est située dans le plan de la droite r et de l’élément ds ’, et nor¬ 
male à la projection d 7 de l’élément ds sur ce plan. 

Cherchons maintenant la grandeur F de cette force. Nous la 
compterons positivement lorsque la condition suivante sera réa¬ 
lisée : 

Une force F', de même sens que la force F, appliquée à l’extré¬ 
mité de d< 7 , forme avec la droite M^, normale à r et à c/o-, un sys¬ 
tème à rotation négative, le trièdre (r, M y, d<?) étant lui-même 
supposé à rotation négative (Jig- 02). 


Fig. 5 a 


îT 


/ \ 

/ * 


F' 


dC/ 


ds 


M 



ds ' 


$ 


Supposons que <ï> représente, en grandeur et en signe, la pro¬ 
jection de F sur MM 7 . Nous avons 




F sin(< 5 fo, /’). 


Mais, dans le trièdre ( ds , de, /’), rectangle suivant «7, 


nous 


avons 


sinfcfo, r) 


sin (ds, drs) sin(afa, r). 


Désignons par ut. l’angle c/7) que fait 1 element ds avec le 
plan de r et de ds ’ r , cet angle étant compte positivement loisquc 
l’élément ds est du même côté du plan (r, ds) que la normale jp, 
et négativement dans le cas contraire. Légalité piécedente de¬ 


viendra 


sin(<3?T, r) 


sin 0 
si n {Jt. 
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Pour calculer <I>, supposons Ox dirigé suivant MM', et faisons 
usage de la première des formules (a). Nous aurons 


4 » = £, 

et aussi 

^ 7’ 1 dx' Or 

~0x / -2 ’ ds' Os' ’ 

ce qui donnera 

5t 2 J ds J' ds' [ Or 0r\ % % J ds J' ds' . Q . 

4 > = — - cos eu -+- -— r-r =---sino sinO cose 

2 r 1 \ Os Os J, x r l 





21 2 J dsi' ds' 



sin 0' sin [x cos z. 


Telle est la grandeur de la force dont les formules ( 3 ) représen¬ 
tent les composantes. 

La force dont les composantes sont données parles égalités (2), 
et qui représente l’action d’un courant réalisable quelconque sur 
un élément de courant uniforme c/5, peut donc être regardée 
comme la résultante d’actions que tout élément ds' du courant 
agissant exercerait sur l’élément ds , chacune de ces forces étant, en 
grandeur, représentée par la formule ( 4 ), et en direction donnée 
par les règles que nous avons indiquées. 

Dès 1825, Ampère (') avait donné ces formules comme équi¬ 
valentes, pour les actions d’un courant fermé et uniforme, sur un 
élément de courant aux formules qui représentent la loi dite 
d’Ampère. 

Dans les papiers posthumes de Gauss (-), on trouve les for¬ 
mules ( 3 ) comme représentant l’action mutuelle de deux élé¬ 
ments de courant. 


(*) Ampère, Mémoire sur la théorie mathématique des phénomènes électro¬ 
dynamiques uniquement déduite de l'expérience (Mémoires de VAcadémie 


des Sciences, t. VI, |>. 


170 . 


Collection de Mémoires publiés par la Société 


française de Physique , t. III, p. 123) 
(*) Gauss, Werke, H cl. V, p. (io^. 
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En i 843 , Hermann Grassmann avait, à son tour, indiqué 
que 1 action d’un courant fermé et uniforme sur un élément de 

courant uniforme pouvait se décomposer en actions élémentaires 
telles que celle que nous venons de définir. 

En 1870, M. Reynard ( 2 ) a reproduit ces formules qu’il croyait 
nouvelles. 

Le résultat que nous venons d’obtenir peut donc s’énoncer ainsi I 

La loi de Grassmann représente exactement Vaction d'un 
courant quelconque sur un élément de courant uniforme. 

Supposons maintenant que l’élément de courant ds sur lequel 

le circuit agit ne soit pas uniforme, et voyons si la loi de Grass¬ 
mann demeure applicable. 

Pour que la loi de Grassmann soit applicable, il faut et il suffit 
que la force (X, Y, Z), donnée par les égalités (1), se réduise à la 
force (X,,Y,,Z,), donnée parles égalités (2); que l’on ait, par 
conséquent, 




r 


On a donc 





(’) H. Grassmann, N eue Théorie der Elektrodynamik ( P 0 ggendorff's An- 
nalen, t. LXIV, p. 17; 1845 ). 

( 2 ) Reynard, Ann. de Chimie et de Physique, 4 e série, t. XIX, p. 272; 1870. 
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Supposons, en premier lieu, le couranl agissant fermé et uni¬ 


forme. Nous aurons alors 


/ T , d x — x' 
i às' T 


ds' — J 



à x — x 


ds' 


ds' 


o 


et, par conséquent, 





X 


d 


2 


(x — x') 


3 


dx' 

X dï 


ds' 


r 


y ds' 



Ainsi, pour que la loi de Grassmann fût applicable à l’action 
d’un courant fermé et uniforme quelconque sur un élément de 
courant non uniforme, il faudrait que l’intégrale 


i 


r 0 r 

I (x — x') — ds’, 


âs 


étendue à une courbe fermée quelconque, fût égale à o, ce qui ne 
peut pas être, car la quantité sous le signe J n’est pas de la forme 

o f( x' t Donc : 


La loi de Grassmann n'est pas applicable à l’action d'un 
courant fermé et uniforme sur un élément de courant non 
uniforme; a fortiori, est-elle inapplicable à l'action d'un 
courant quelconque sur un élément de courant non uniforme. 

L’égalité 
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ouvert, 


Ou bien le courant agissant est fermé, ou bien, s’il est 

1 intensité est égalé à o à ses deux extrémités. On a donc, en toutes 
circonstances, 


et 


j'îz£V = 0 


0 


> 


r 


-X, 

-( X — 

2 

■ x') 

d - 

r 

3 > 

dx' 

ds f 

ds’ ' 

2 

r 

f I d/’ 

3 

— > 

rfJ'\ X - 

— X* 

, ;■ ds' 


2 

ds' 

r 


y ds 


ds' 


En reportant ce résultat dans la première des égalités (1), on 
trouve la première des égalités 


( 5 ) 


X 


Xi -T 


.X 2 d.i 


2 ds 


\dsfdty 


ds 


, v 2 l 2 di , 

/ Y = Y, h- ds 


\ 


2 ds 


„ „ dS 

h — Li j -H — ~r ds 

2 as 


/(;£*■ 


3 — X <r/J' 

2 rfs' 

3 —X </J' 


a? 


x 


ds ', 


r 


r 




2 


rfs' 


û?s', 


3 


2 


x dr 

ds' 




- ds'. 


Nous allons, dans un instant, voir l’intérêt que présentent ces 
nouvelles formules. 


9 

• 


Loi d’Ampère. 


Reprenons l’expression de X 


On 


a 




On a donc 


à , , 

d- 

x r 

dx 1 

d- 

r 

à* L ( ■* 


~ ds'' 

ds 


d- 

r 

= 

- r d 


dx 

T — 


(x 


t 


X ) 


d 2 


X ) 


[ 


/’ 


ds ds' ’ 


à 


1 


1 


COS co 


da? 


dx' ^ r 
ds' ds 


D. 


III. 


d* 


1 


CO S (O 


a? 



/• 


ds ds' 


a 7 


d 

ds’ 


(x' 


A 

) 


/• 

ds 


iS 



f. 
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et 


X, 


2 


(J 2 I 


J dfr 


5 V 2 


2 


J */ 3? 


COSü) 

-h r 

r 

p2 

ds ds 

P 

* 

, 1 “ 



d- 

(. x'- 

- x) 

r 

ds 


x 


f 


a? 


r 


J'W 


J' ds 9 


Une intégration par parties donne 


fè 


d - 


d- 

(x f — x) ~ 

_ Os _j 

i'ds'- 

i’{x' x) f 

1 às 


0 


f- 


x dr dV , , 

r as 


às ds 


Mais 


On a donc 


i'(x'—x) 


à~ 

r 


1 


às Jo 


o. 


X, 


( 6 ) 


Y 


1 


31* 


J ds 


à* I 

cos (jj r 

r 


x 


•> 


r 


2 



ds ds 


x 


y ds f 


31 * 


J ds 


r x f — 

J r2 


or dr di f 


ds ds' 


ds f . 


? 


iu | -- ****** 


Ces égalités vont nous conduire à de nombreuses conclusions. 
Considérons en premier lieu les formules 


(7) 


£2 


<2 


Z 


=2 


Si 2 


* 


2 


5V 2 


<) 2 - 

cosw r 

r 


2 



ds c9s' 


c) 2 


1 


cos tu / 

/ I» 


r 


(95 ôs f 


( 9 2 - 

cos tu r 

r 


/* 


2 



(95 < 95 ' 


X 


f 


X 


r 


JJ 1 ds ds', 


7 £ Ji'ds ds'. 


r 


JJ' ds ds' 


r 


Elles représentent les composantes d 'une force appliquée à Vélé¬ 
ment ds, dirigée de l'élément ds' vers l'élément ds suivant la 
droite qui joint les milieux de ces deux éléments, et ayant 
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pour grandeur 


( 8 ) 


R 




1 


t)2 1 

cosw r 

+- r -——■ /JJ' ds ds 


2 


ds ds 


Cette force est évidemment soumise au principe de Végalité 
entre Vaction et la réaction. C'est celle qui a été proposée 

par Ampère pour représenter l'action mutuelle de deux élé¬ 
ments de courant (*). 

Les égalités (6) conduisent alors au résultat suivant ; 


La loi cl Ampère et la loi de Grassmcuin sont équivalentes 
pour représenter l'action d'un courant uniforme sur un élé¬ 
ment de courant quelconque. 


Si nous comparons ce théorème à celui que nous avons précé¬ 
demment obtenu, nous arriverons au résultat suivant : 

La loi d'Ampère représente toujours exactement l’action 
d’un courant uniforme sur un élément de courant uniforme. 

En général, elle ne peut représenter exactement l’action 
d’un courant uniforme sur un élément de courant quelconque, 
ni, a fortiori, l’action d’un courant quelconque sur un élément 
de courant quelconque. 

Les égalités ( 5 ) et (6) nous conduisent à un nouveau résultat 
important. 

Considérons les quantités 


y 

Ç3 


( 9 ) 


l *)3 


• 51 * 


cos to 


X 



r 


t dr x ! 


2 r ds 


%ï(3 


r 


d-- 

r 

ds às f 


OC |. (I J j 7 f 

J -rr-r cls as 


X 


JJ' cls cls' 


cls 



21 2 1 àr x '— x 1f dJ _ 7 , 

J —ds ds 


2 r ds ' 


ds 


A ) x r — x di dV 


4 


r cls ds 


j ds ds j 


# • 


? 


Cs —. 


Elles représentent les composantes d’une force appliquée à l é- 




(’) Pour les travaux d’Ampère, consulter la Collection de Mémoires relatifs 
à la Physique 9 publiée par la Société française de Physique, t. II et III. Voir 
aussi VAppendice au Livre XIV. 
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lément ds. dirigée de l’élément ds' vers l’élément ds suivant la 

/ O 

droite qui joint les milieux des deux éléments et ayant pour gran- 
(1 e u r 


(10) 


R 


Ql 2 


d ' 2 

COS (0 1 I t TI 7 7 t 

. -1 r r —— /JJ as as 


2 


,2 


ôs ds f 



5t 2 i dr.dV . i ’àr di , , , 

J t/s ds -— J ~ ds ds 


2 r às ds 


•2 


r ds' ds 



3 t 2 (3 — X) t/J t/J' 7 , , 

-:-- — -r— ds ds . 

4 as as 


Il est donc toujours possible de ramener les actions entre 


/< 


dont chacune 


est dirigée suivant la ligne de jonction des éléments entre les- 


ifi 


entre l'action 


et la réaction. 

Si la constante d’Helmholtz est égale ci 3 , et seulement dans 


ce cas, Vexpression de cette force ne renferme pas de terme 
indépendant de la distance. 

Si les deux éléments agissants sont traversés par clés cou¬ 
rants uniformes, cette force se réduit, quel que soit \ à la 
force donnée par la loi cl’Ampère. 

Les formules (9) et (10) nous montrent que, dans le cas général 
où chacun des deux éléments appartient à un courant non uni¬ 
forme, l’expression de leur action mutuelle renferme un terme 


indépendant de la distance des deux éléments 


512 ( *1 


4 


X) dj dr 

ds ds* 


ds d s . 


C’est là un résultat paradoxal qui a son correspondant dans la 
théorie des actions électrodynamiques proposée par M. H. von 
llelmholtz. Ce paradoxe deviendrait une absurdité si l’action mu¬ 
tuelle de deux éléments de courant devait être regardée comme 
une réalité physique; mais l’action mutuelle de deux éléments de 
courant doit être considérée comme, une pure abstraction. Il n est 
donc nullement étonnant que les formules par lesquelles il serait 
possible de représenter l’action mutuelle de deux éléments de 
courant portent la trace de l’impossibilité physique «impliquée 
dans la notion même de celte action. 
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La seule action qui ait un sens, au point de vue physique, est 
1 action exercée sur un élément de courant quelconque par un cou¬ 
rant dont l’intensité varie d’une manière continue d’un point à 
1 autre du conducteur, et s’annule aux deux extrémités de ce dernier 
dans le cas où il est ouvert. Par conséquent, il faut et il suffit, pour 
que le paradoxe présenté par l’action élémentaire indépendante de 
la distance ne constitue pas une absurdité, que l’action d’un cou¬ 
rant réalisable sur un élément de courant ne renferme plus que 
des termes qui tendent vers o lorsque la distance du courant à 
l’élément croît au delà de toute limite. Or les formules (i) met¬ 
tent ce fait en évidence. 


3 . — Théorème de Gauss. 


Nous avons vu que les actions 



rnamiques pouvaient 


toujours se ramener à des actions élémentaires telles que chacune 
d’elles soit dirigée suivant la droite qui joint les deux éléments 


et vérifie la loi de l’égalité entre l’action et la réaction. Mais nous 
avons vu qu’en général cette action renferme un terme indépen¬ 
dant de la distance des deux éléments. 

Il n’y a, a priori , aucune espèce de raison pour rejeter une 
semblable forme de l’action élémentaire. Néanmoins, il pourrait 
être plus commode et plus conforme aux habitudes d’esprit prises 
dans les autres parties de la Physique de ramener les actions 
électrodynamiques à une action élémentaire vérifiant la loi de 
l’égalité entre l’action et la réaction et s’évanouissant lorsque les 


deux éléments s’écartent infiniment. On est donc amené à se de¬ 


mander s’il existe une semblable loi de force; étant donné le 
résultat précédemment obtenu, le problème auquel on se trouve 
conduit peut s’énoncer de la manière suivante : 


Sachant que l action cl'un courant quelconque sur un élé¬ 
ment de courant quelconque peut se décomposer en forces dont 
chacune provient d'un élément du circuit agissant et est diri¬ 
gée suivant la droite qui joint le milieu de cet élément au mi¬ 
lieu de Vélément soumis à l'action, peut-on trouver pour celte 
force plus d’une expression? 




2;8 


LIVRE XIV. 


LES FORCES ELECTRODYNAMIQUES. 


Gauss (') a déjà répondu à celle question par la négative; la 
réponse de Gauss peut se justifier par la démonstration sui¬ 
vante ( 2 ) : 

Soient 


l\- ds ds ’. 


ds ds' 


1 


% ds ds' 


les composantes de l’action exercée par l’élément ds' sur l’élément 
ds dans une première loi de force. 

Soient 

cY-i dsds', rj i d s ds', ici ds ds 


les composantes de la même action si l’on adopte une seconde loi 
de force. 

Soit / la long ueur du courant agissant que nous supposerons 
fermé. Nous devons avoir 



» 



égalités qui expriment que les deux lois conduisent au même ré¬ 
sultat lorsqu’on les emploie au calcul d’un courant fermé sur un 
clément de courant. La théorie des intégrales curvilignes montre 
que ces égalités sont équivalentes aux suivantes 




= N-i ds' d$ ( x\yz 
= g t ds'-t-dG(x',y, 





v, (b <5 étant trois fonctions uniformes, finies et continues des va- 



es J', x\ÿ, z\ et le 



d dé signant une di 





total e par rapport a ces quatre variables. * 

Si, dans l’une comme dans l’autre loi, l’action de l’élément 
sur l’élément ds est dirigée suivant la droite qui joint ces 



i 




C) Gauss, Werke, Ud. V, p. 0 u 8 . 
2 


( ) I*. Dr il em, Su/' la loi cV Ampère ( Journal de Physique , 2 e scr VÎ t. V ; 
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ments, 

on aura 





(/- 

-y)%- 

(z 1 - 

-2)3'= », 


(*'- 

— z ) 3G — 

(x 1 — 

1 

H 

II 

C 


(x' - 

-x)$- 

<y- 

-y) = o 

et 

(/- 

-y)%>i— 

■ ( 5 '- 

— «)STi = o, 


(*'- 

-z) Æi — 

-(x'~ 

— x)%i = 0, 


(x' - 

1 

i 

<y- 

-y)& i - o; 

on aura, par conséquent, en vertu des égalités (a), 


(y —y) d §(y, x 

,y, «')- 

■{z'~ 

-z) d(j(y,x',/, z') = o, 


( z' — z) d$ (J', x', 

y, z ') - 

(x' - 

- x)d§ (J', x',y,z') = 0, 


(x'-x)dij(y, x' 

, y, z ) - 

(/ - 

-y) d§ (J', x',y,z') = o. 


Posons 


F(J', ar', y, z') -- 

- (y - 

-y), 5( J '> 

&,y, z )- 

-c*'- 


y, y, z r ), 

G(J', y' , z') = 

= (z'~ 

-z)S{ y, 

æ',y, z') - 

— (x' — 


y, y, z'), 

a 

H, 

II 

~ {x' — 

-x)G(y, 

y, y, z')- 

- (y - 


y, y, z 1 ). 


Les égalités précédentes pourront s’écrire 



<5 ( J ') æ \ÿi z ') d f — § (J',®',/, 

^(J', oc',y\ z') dz' — 5(J' S x',y, 

x',y\ z')dx '— x',y', 


z') dz' = d¥ (J', x',y', z'). 
z') dx' — dQ{l', x',y, z'), 
z’)dy=dn(y, x',y,z'). 


Examinons la première de ces égalités. Le premier membre ne 
renferme ni terme en dx *, ni terme di '. La fonction F ne dépend 
donc ni de F, ni de x'. Gomme, d’ailleurs, cette égalité peut être 

remplacée par les suivantes 

P r dF 

on voit que les fonctions Çj et $ ne dépendent non plus ni de x , 
ni de V . En raisonnant de même sur les autres égalités, on arrive 

aux résultats suivants : 

§ est une fonction de la seule variable x 
Cj est une fonction de la seule variable 
^ est une fonction de Ja seule variable z 1 . 

Écrivons maintenant les conditions necessaires et suffisantes 
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pour que les premiers membres des égalités (( 3 ) soient des différen¬ 
tiel! es totales. Nous aurons 


qui donnent 



On voit alors que les quantités cf, Ç, § sont des quantités con¬ 
stantes, et, si l’on se reporte aux égalités (oc), on trouve 

o\; = ,, 

rj = rjl, 

■3S» = 


Ainsi, il n’existe qu’une manière de ramener l’action exer¬ 
cée par un courant réalisable quelconque sur un élément de 
courant quelconque à des actions dont chacune s'exerce entre 
deux éléments de courant et soit dirigée suivant la droite qui 


joint ces deux éléments. Ce mode de réduction unique est alors 
nécessairement représenté par l’égalité (io). 


§ 4 . — Théorème de M. Le Cordier. 

Voici une autre question, analogue à la précédente, et qui peut 
se résoudre d’une manière semblable. 

Nous avons vu que les actions mutuelles de deux courants pou¬ 
vaient être remplacées par des forces appliquées au milieu de 
chaque élément de courant, et que, si les courants étaient défor¬ 
mables d’une manière absolument quelconque, ces forces étaient 
complètement déterminées. Mais, si, au lieu de supposer les cou¬ 
rants déformables d’une manière quelconque, on les suppose ri- 



CHAP. IX. 


LES DIVERSES LOIS DE l’ÉLECTUODYNAMIQUE. 


‘281 


gides, il est permis de croire que Ton pourrait, d’une autre 
manière, décomposer les forces qui s’exercent entre ces courants 
en forces appliquées au milieu de chaque élément. A cette ques¬ 
tion on peut, avec M. Le Gordier ('), faire la réponse suivante : 

Si I on se donne deux courants, même supposés rigides , il 
n'existe, en général, pas plus d'une manière de décomposer 
l'action d'un courant sur Vautre en forces appliquées au milieu 
de chacun des éléments de ce dernier . 

Supposons ( 2 ), en effet, que l’action du courant s' sur le cou¬ 
rant s puisse, de deux manières différentes, se décomposer en 
forces appliquées au milieu de chaque élément ds. L’une des dé¬ 
terminations de la force appliquée au milieu de l’élément ds se dé¬ 
duira de l’autre par l’application à l’élément considéré ds d’une 
force dont les composantes auraient pour valeur 

X ds, Y ds, Z ds. 


Envisageons toutes les forces de cette espèce appliquées au cou¬ 
rant auquel appartient l’élément ds. Elles se font équilibre d’elles- 
mêmes sur le conducteur supposé rigide que traverse ce courant. 
Supposons ce conducteur fermé et désignons par l sa longueur. 
Nous devons avoir 



( 1 ) Paul Le Cordier, Théorie des actions électrodynamiques les plus géné¬ 
rales qui puissent être observées ( Journal de Liouville, 3 e série, t. X, p. g 5 ; 

l884 ) * 

( 2 ) P. Duhem, Applications de la Thermodynamique aux actions qui 
s’exercent entre les courants électriques (Acta Societatis Scientiarum Fenni- 
cœ , t- XVI; 1887). 
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J varie d’une manière continue avec s et reprend la meme va¬ 
leur pour 5 = 0, s = /. Les égalités précédentes n’auront donc 
lieu, en général, quel que soit le courant sur lequel s’exerce l’ac¬ 
tion, que si l’on a 

! X ds — cl -T( J, x, y, z ), 

Y ds — d(j( 5 , x,y, 3), 

Z ds = d l 5 (J, x,y, z) 

et 

( (yZ — zY) ds = d ^ ( 3 ,x,y,z), 

(S) < (zX — xZ) ds = d 011 ( J, x,y, z), 

\ (xY — yX) ds = d DT: ( 3 , x, y, z). 

En tenant compte des égalités (y), les égalités (0) deviennent 

yd[)( 3 , x,y, z)— z d tj(J, x, y, 3)= d £ ( 3 ,x,y,z), 
z d 3 ( J, x. y, z) — x d§ ( J, x, y, z)= d Dïl ( J, x,y, z ), 

/O ^ V 

x d y (J, x,y , 3) — y d J (J, x,y, 3) = d <Dc> (J, x,y, z), 

ou bien, en posant 


F (J, x, y, z) = y /) ( J, x,y, z)— z (j(J,x,y, z)— 4^ (J, x,y, z), 

G(J, x,y,z)= z$(J,x,y,z)—x$(J, x,y, z) — 3 TL (J, x,y,z), 

fy 

H(J, x,y, z) = x<j(J, r,y, ~)—}'3 z)— X (J, x,y, 3), 

5 dy - y dz=dF, 

J dz — dx — dCi , 

Ç dx — rf dy = d\ I. 

Ces égalités sont les égalités ([ 3 ). Nous avons vu qu’elles entraî¬ 
naient 

$ = const., (] = const., }y = const., 

et, par conséquent, en vertu des égalités (y), 

I 

X = o, Y = o, Z — o, 


ce 


qui 



enoncee. 


§ 5. 


Théorème de M. H. von Helmholtz. 


Un dernier problème peut être traité par les mêmes méthodes 




de deux courants est 
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la formule 




If 


JJ 


I 


2 /’ 


X i — X 

cos 10 — — - cosO cosO' I ds ds' 


2 !' 


Si les deux courants sont uniformes, cas auquel les deux intensi¬ 
tés J et J 7 doivent être traitées comme des constantes dans l’inté¬ 
gration, on sait que l’on peut choisir la quantité \ arbitrairement, 
ce qui permet de donner une infinité de formes différentes à la 


quantité sous le signe JJ • Mais il se peut que les déterminations 

ainsi obtenues pour cette quantité ne soient pas toutes les déter¬ 
minations dont elle est susceptible. Nous allons nous proposer de 
trouver toutes ces délerminations. 


Soit 


JJ' / / cp(/', cosO, cosO', cosoj) ds ds 1 


une des formes du potentiel électrodynamique. Toute autre forme 
sera figurée par la formule 

-IA cp(>, cos 6 , cosO', cos 10)4- cosO, cosO', cosw)] ds ds', 

avec cette condition crue l’on ait, pour deux circuits fermés quel¬ 


conques 

U) 


II 


cosO, cosO', costo) ds ds' = o 




Considérons l’intégrale J cosf), cosO', cosoj) ds étendue au 

circuit s. Cette intégrale doit être finie. Par le circuit s , faisons 
passer une surface à deux côtés et, par deux systèmes de lignes, 
découpons l’aire de celte surface en aires infiniment petites. L’in¬ 
tégrale précédente sera la somme des intégrales analogues éten¬ 
dues aux contours de ces aires infiniment petites, suivant une dé¬ 
monstration souvent indiquée. L’intégrale précédente doit donc 
être un infiniment petit du second ordre lorsque le contour auquel 
elle s’étend est un infiniment petit du premier ordre. Dès lors, 
d’après le théorème de M. Bertrand, la fonction ^ doit être li- 

On démontrerait de même qu’elle doit être 


neaire en 


ds ds ds 


,. , . dx dy dz 

fineaire en —n > > —,— • 

ds ds ds 
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Il faut donc que Ton ait 

cosO, cosO', cosw) 


A 


11 


dx dx f 
ds ds 


A ! *■ 


12 



dy dx J 
21 ds d7 



A 





A 


dz dx ! 


31 


ds ds r 



^32 


dx dy r 
ds ds ' 

dy_ <ty_ 

ds ds' 

dz dy' 
ds ds' 




dx dz' 
13 ds ds' 

dy dz' 
23 ds ds' 



A 


33 


dz dz’ 
ds ds' ’ 


les quantités A ij étant des fonctions des oc, y, z, oc',y', z'. Il est fa¬ 
cile d’en déduire, par un raisonnement analogue à celui qui a été 
donné à la fin du Chapitre II (Livre XIII), que doit être de la 
forme suivante 


>}(/’, cosG, cosO', cosco) 

F(/•) cosG cosG'+ G (r) costo 


/ dx 

dx 

H d y d y' 

dz dz' \ 

\ ds 

ds' 

ds ds f 

ds ds 1 ) 



g(r) 



dv 

x ) 37 +(r 


f 


X 



x) 


ds 
dx f 

d7 


y) ds + 




) 


d 


+(z ' 




) 


ds 
dz!_ 
ds 


On doit donc avoir, pour 
l’égalité suivante 



courants 







t 


r f{r \<h ds' 


g(r) (x T 


dy dy r dz dz’ 


ds d s ' 


d s ds ' 



x 


( x 


-O-Z+iy-r) 


dx 1 

x) dF^ y ' 



dy_ 

ds 

dy 

ds' 


H- 


f 


z) 





) 


d «j 

ds 

dz f 

* 5 ? 



Cela exige que l’on ait 


.. dx' 

f{r) M 

-Yg{r 

) (x' X) 

{x* — 

J 

1 * 

’/J 

V 

1 

(/- 

-y\% 
1 ’ ds' 

d y r 

™ £ 

-f* g 1 r 

)(/ y) 

(x r - 

. dx 1 

- x) ds' -*■ 

(y- 

dv' 

-y>-ds r 

f , ,h ' 

-+-g (f\ 

>(*'--) 

(x f - 

. dx ' 

- x) dï+ 

(/- 

* ' ds f 


_ t 


) 



y 


( 




) 


) 

ds' h 

dy 

ds' 



f 



ds'= 


(S 


) 



ds' 




• oc, y t z) étant une 
riahles x , y, z. 





ds ds' — o. 




à V(x,} 

ù y 



O 


, uniforme et continue des va- 


I.clivons les conditions nécessaires et suffisantes pour que de 
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semblables égalités puissent exister. Nous trouverons, toute ré¬ 
duction faite, 


/I 

d f(r) 

_ r dr 


1 \ 

8^ 

-(y- 

. dz'~ 

rt-sï J 

1 ds' = 

= o, 

/I 

i 

r dr 

«'(r)] 

[ ( * x) <U 


I 1 

ds' = 

= o, 

/I 

~ i d f( 7') 

_ r dr 

g( r ) 


—(a?'- 

i_i 

ds' = 

= o. 

Ces égalités devant avoir 

lieu quel que 

soit le 

courant fermé s', on 

doit avoir 








K - 

- *)dy—( y - 

-y)dz’] 

= d F (J', x' , 

7', -2'), 


1 .0'- 

— x) dz' — (s' — 

- z ) dx’ ] 

=r/G(J', x\ 

y\ *'), 


[(/■ 

—y ) dx ' — (x r — 

• x) df] 

= d\\(y,x', 



Ces égalités sont de la forme (( 3 ). On a donc 




i d / ( r ) 
a d r 

i d f(r) 
r dr 


i d f( r ) 
r dr 



consl., 

const., 

const. 


Pour que ces égalités aient lieu, 


il faut et il suffit que l’on ait 


i d f{r) 

(?) /• ~dr ë{ r ) = °* 

Telle est la considération nécessaire et suffisante pour que l’éga- 

lité (s) ait lieu. 

Si l’on observe que l’on a 




I 
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on verra sans peine que l’on peut écrire 


cosO , cosO', costo) 




dr dr 


rf(r) 


ds ds' 
dr dr 


[/(>’) 



2 or 


(>’)] 


djr_ 
ds ds f 


ds ds 


l 


cl dV 

a? [rf( '■ )] • 


ou, enfin, en posant, 


Mr) 




<L(r, cosO, cosO', costo) 


d 2 éïl ( 7 ’ ) 
ds ds' 


Ainsi, ayant une forme du potentiel électrodynamique de 
deux courants fermés et uniformes, on obtiendra toutes les 
autres en ajoutant à la première une quantité de la forme 



dl(/’) étant une fonction uniforme, finie et continue quelconque 
de r. 

Ce théorème a été énoncé par M. H. von Helmholtz (*). 


(’) II. von Helmholtz, U cher elle Bewegungsgleichungen der Elektricitat 
fur ruhende leilende Kôrper ( Borchardt's Journal, Bd. LXXII, p. 7^; 1S70. 
— Helmholtz, Abhandlungen, t. I, p. 565 ). 
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CHAPITRE X. 


FORCES QUE LES COURANTS FERMÉS ET UNIFORMES EXERCENT 


LES UNS SUR LES AUTRES. 


§ 1. 


Théorèmes généraux. 


Nous sommes arrivés, au Chapitre III, à cette conséquence fon¬ 
damentale : 

Les forces électrodynamiques qui s exercent dans un système 
de courants linéaires quelconques admettent pour potentiel la 
quantité 


(0 


n 



J J'[y(;’) cos8 cos8'-+- g(r) cosw] ds ds', 


les intensités J et J' devant être laissées constantes dans la dif¬ 
férentiation de cette quantité 

Si l’on fait sur les fonctions/(r) et g(r) les hypothèses que 
nous avons faites au Livre XIII, Chapitre III, hypothèses d’où l’on 

déduit que 


A r ) 


3l 2 1 


X 


2 


2 r 


g( r ) 


a 2 1 



x 


2 7 


on déduit aisément de la loi précédente la proposition que voici : 

Les actions mutuelles de deux courants quelconques C et QJ 
admettent pour potentiel la quantité 


(2) n(C,C') 


St 2 


2 



JJ' 


X 


cos 9 cosO' 



2/’ 


T — . cos lu ) ds ds'. 
2 r ) 


Lorsque les courants C et C' sont fermés et uniformes, on sait 
que l’on peut prendre arbitrairement la valeur de la constante 
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On peut, en particulier, faire ~k — i ou bien J — —i. On arrive 
ainsi à la conséquence suivante : 

Les actions mutuelles de deux courants fermés et uniformes 
G et C' admettent un potentiel pour lequel on peut prendre 
arbitrairement l'une des deux formes 


( 3 ) 


n(C, G') = 

— jj 

2 

n(C, G') — 

912 

JJ 

2 


// 

Je JC' 

’ff-r 

m / r* - / /'/ 9 


cosô cos6' 


ds ds' 


CO 


ds ds'. 


La première de ces deux formes est celle qui a été employée 
par W. Weber; la seconde a été constamment employée par 
M. F.-E. Neumann. 

La loi des actions mutuelles des courants fermés et uniformes 
peut encore s’énoncer d’une autre manière. Nous avons vu au Cha¬ 
pitre IX [égalité (8)] que les actions mutuelles de deux cou¬ 
rants fermés et uniformes étaient les mêmes que si deux élé¬ 
ments de courant quelconques exerçaient l’un sur Vautre une 
répulsion ayant pour grandeur 


( 4 ) 


R 


/ COS 10 


2 


2 


r 


à- r 
ds ds f 


JJ ds ds . 


Celte force R peut être mise sous plusieurs formes différentes 
Nous avons [Introduction, Chap. I, égalités (6) et (7)]? 


cos tu 


cosO cosO' 

dr dr 


d- r 
ds ds' 7 
d 2 r 


CO S (.0 


ds ds' 



r 


ds à s ' 


La formule ( 4 ) peut d’ailleurs s’écrire 


R 


SV 2 1 


2 r 2 


COS tü 


r 


d 2 r 
ds ds' 


dr à r 

2 —- —— )Jdsi'ds', 
Os Os 


égalité à laquelle on pourra alors douner les diverses formes 


( > ) 


R 


2l 2 1 / Or 0/ 


2 r 2 V Os Os 1 


2/ 


0 -r 
Os Os 


,J J ds J ' ds’, 


(<») 


H 


^ 2 — | COS CO 

7*2 


3 


cosO cosO ' ) j ds y ds', 


( 7 ) 


I 


> 

t 



I 

,2 


sinO sinO'coss- 


- cosO cosO' ) J ds y ds 
2 
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On peut encore donner à la quantité R une dernière forme. 
On a 

_ i. -1 d*r i | dr dr 
ds ds* a ds ds’ \ r ds ds 1 


L’égalité ( 5 ) peut donc s’écrire 

à-\J r % 
r ds ds f 

Ces diverses formes (4), ( 5 ), (6), (7) et (8) de la loi élémen¬ 
taire des actions électrodynamiques entre courants fermés et uni¬ 
formes ont été données, en 1826, par Ampère. Dans ses recherches, 
Ampère a fait surtout usage de la dernière. 

La loi d’Amp ère n’a plus guère, aujourd’hui, qu’un intérêt his¬ 
torique. La plupart des résultats obtenus par Ampère s’obtiennent 
plus immédiatement au moyen de l’expression du potentiel mu¬ 
tuel de deux courants donnée par les formules ( 3 ) et, en particu¬ 
lier, de celle qui est donnée par la dernière de ces deux formules, 
de celle qu’a employée F.-E. Neumann. 

D’après la loi d’Ampère, deux éléments de courant parallèles, de 
même sens et perpendiculaires à une même droite exercent l’un 
sur l’autre une action attractive ayant pour grandeur 


( 8 ) 


R 


2,2V 2 J ds J 'ds' 




5 V 2 


J ds J 'ds' 



Ampère choisissait l’unité à laquelle il rapportait les intensités, de 
telle manière que cette force fut représentée en grandeur par 


J ds J ' ds' 

——--- - y 

A * 


c’est-à-dire de telle manière que la constante prît pour va¬ 
leur 1. L’unité d’intensité ainsi choisie porte le nom d’unité elec- 
trodynamique. Intimement liée à la formule d’Ampère, elle n’a 
plus, comme elle, qu’un intérêt historique. 

Revenons à l’expression 


3 t 2 _ T , C C cosw . 7 , 

( 9 ) n(C, c ) = —— JJ / / —dsds 

2 */C 

1 

qui représente le potentiel des actions mutuelles des deux courants 
fermés et uniformes C et C'. Le théorème d’Ampère nous montre 

D. — III. 



*9 
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# 

immédiatement que, si A et A! sont des aires a deux, cotes passant 

par les contours C et ( 7 , nous aurons 



n(C, C') 


5t 2 


JJ' 




à 

r 


A O A' àN dN' 


dü dQ! 


Nous allons interpréter cette expression comme nous l’avons 
déjà fait au Chapitre VI du Livre précédent. 

Menons deux surfaces infiniment voisines de la surface A, l’une A, 
du côté positif, l’autre A 2 du côté négatif. Soit e la distance des 
deux surfaces A t , A 2 . Sur la surface A,, distribuons du fluide ma¬ 


gnétique austral avec la densité superficielle uniforme 


SI J 




¥ V p 

3 - • bur 


la surface A 2 , distribuons du fluide magnétique boréal avec la 
même densité. Nous constituerons ainsi un feuillet magnétique 
que nous dirons équivalent au courant C. 

Nous voyons alors que le potentiel électrodynamique mutuel de 
deux courants C et C' est identique au potentiel magnétique mu¬ 
tuel des deux feuillets F et F' qui leur sont respectivement équi¬ 
valents, ce qui entraîne la conséquence suivante : 


Les forces électrodynamiques qui s’exercent entre deux con¬ 
ducteurs fermés, parcourus par des courants uniformes, sont 
identiques aux forces qui s'exercent entre les deux feuillets 
magnétiques respectivement équivalents à ces deux courants. 


Ce beau théorème est dû à Ampère. 

Des transfoimations analogues à celles qui ont été faites au Cha¬ 
pitre VI du Livre précédent nous donneront encore les théorèmes 
suivants : 


Lorsqu’un conducteur f 
d'intensité constante J, se 
conducteur ( 7 , fermé, imm 
tensité constante J', 


traversé par un courant 


îforme et se 




devant un 


effectué 


/< 


conducteur G ' exerce sur le conducteur C est proportionnel au 
nombre de lignes de force du conducteur ( 7 que le conducteur C 
coupe dans son mouvement. 

Lorsque deux conducteurs fermés C et C', parcourus 
courants uniformes et constants J et F, se 





et se dé 


forment d'une manière quelconque, le travail 




f 

J 
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leurs actions électrodynamiques mutuelles s’obtient en multi- 

% 

pliant par — J' la dérivée par rapport au temps du flux de 

force du courant G qui entre par la face négative d'une aire 
limitée au conducteur G. 


2 . 


Action d’un courant fermé et uniforme sur un solénoïde (’). 


Soit J l’intensité du courant qui traverse le solénoïde S; soit C 
un circuit fermé parcouru par un courant d’intensité J 7 . Suppo¬ 
sons que Q désigne l’aire d’un des petits cercles qui composent le 
solénoïde et que D soit la distance de deux de ces cercles, en sorte 
que 


<ï> 


a a 


,/r « 


soit la puissance de ce solénoïde. 

Par le conducteur C, faisons passer une surface à deux côtés, 
que l’axe du solénoïde perce n fois en passant de la face néga- 

m 

tive à la face positive et n 1 fois en passant de la face positive à 
la face négative. 

Soit <t a une des valeurs, au pôle austral du solénoïde, de la fonc¬ 
tion f(x,y, z) définie au Chapitre 111 de l’Introduction. Considé¬ 
rons un chemin ab allant du point A au point B sans rencontrer 
la surface menée par le contour C. Posons 


an = cr a 


a b 


df(æ , y, z) 

(LL 


cil 


D’après ce que nous avons vu au Chapitre IX du Livre précé¬ 
dent, le potentiel électrodjmamique mutuel du courant fermé et 
du solénoïde aura pour valeur 


00 


n(S, C) 


% 
é 


<i> J'[sa 


CJB 



4 ^ (n 


*')] 


(*) La théorie des forces exercées par les solénoïdes est due à Savary [Mémoire 
sur l’application du calcul aux phénomènes électrodynamiques ( Journal de 
Physique, t. XCVI, p. 1; février 1823)] et à Ampère [Mémoire sur la theone ma¬ 
thématique des phénomènes électrodynamiques, uniquement cleduite de l ex¬ 
périence {Mémoires de l’Académie des Sciences, t.VI, p. 175)]. Voir les tomesII 
et III de la Collection de Mémoires relatifs à la Physique, publiée par la So¬ 
ciété française de Physique. 
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Imaginons que l'on donne au solénoïde un déplacement infini¬ 
ment petit. Les actions que le courant ferme exerce sur le solé* 
noïde effectueront un travail c/S, et nous aurons 


dis 


on(S, G) 


si 




- <ï> J' o [(Ta 


<TB 



4 tt ( n 


«')] 


2 


On peut toujours supposer la surface qui passe par le circuit G 
menée de telle manière que le nombre des rencontres du solé- 
noïde avec cette surface ne varie pas dans le déplacement infini¬ 
ment petit considéré. On aura donc 


d(B 


SV 


= <t>J'(o<TA — OTb). 




Soient 7), Ç les coordonnées du pôle austral A du solénoïde, 
et !•', r/, "Q les coordonnées du pôle boréal B. Nous aurons 


ota 


àf(l 7j , O gj 


à\ 


à Al *), O 


dn 


. . d/(Ç,r„ Ç) . 

0 y s> 


or. 


i 





OOb 


à fa. 


y f f 


J J 


d 




'î / ;>r/ 

— oç 



S v> 


dr/ 


O - r 

— Û 7 J 



à f( 


' w 

J '1 ï 


àt' 


O >, 

OC • 



Les actions d’un courant fermé sur un solénoïde se réduisent 
donc à une force appliquée au pôle austral du solénoïde, 

ayant pour composantes 

X - 


Y 


Z 


Si 

4>J' 

àf( 

i •o» O 

y/a 



SV 

<t> r 

à A 

S, ^ 0 

sJ 2 




SV 

* i' 

àf{ 


y/a 

T O 


à? 


et à une force appliquée au pôle boréal, force ayant pour com¬ 


posantes 


X' 


Y' 


Z' 


SV 

^J' 

à fa', V, O 

sj% 


SV 

1 1 

■àf(?, r/, O 

y/a 

4 J J 


SV 

J' 

*/a\ v, a 

J 2 

< 


Or nous avons calculé [Introduction, Chap. III, égalité (i°)]i 
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9 3 


tonus nous permettent d’écrire 


/(S,n,0 



Ces résultats peuvent s’énoncer de la manière suivante : 

Imaginons qu’un solénoïde porte, en son pôle austral, une quan¬ 
tité positive d’un certain fluide fictif susceptible, comme le 
fluide électrique et le fluide magnétique, d’être affecté de signe, 
et, en son pôle boréal, une quantité (— f ï > ) du même fluide. 

Un courant fermé et uniforme exercera, sur un solénoïde, 
la même action que si chaque élément du courant exerçait sur 
une masse <ï> de fluide fictif une force appliquée au point 
(£, 7j, Ç), où se trouve cette masse , force ayant pour compo¬ 


santes 



Nous dirons que ces formules représentent la loi de Biot et 
Savart pour Vaction d’un courant sur un pôle de solénoïde. 

Ampère, en s’appuyant sur des considérations auxquelles les 
progrès de l’Électrodynamique ont enlevé toute valeur, énonçait 
que l’action d’un élément de courant ds sur un pôle de solé¬ 
noïde était donnée en grandeur et en direction par les for- 
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mules (i 3 ), mais qu'elle était appliquée au point (x, y, z) 
coïncidant avec un point d’élément ds et supposé invariable¬ 
ment lié au solénoïde, et non pas au point (£, r,, Ç). 

Il est aisé de voir que la loi d’Ampère et la loi de Biotet Sa- 
vart conduisent au même résultat lorsqu’on veut calculer l’ac¬ 
tion d’un courant fermé et uniforme sur un pôle de solénoïde, 
et que l’on peut, par conséquent, les substituer l’une à l’autre (M. 

En effet, la force donnée par les formules (i 3 ) et appliquée au 
point (x, y , z) comme le veut Ampère, peut être remplacée par 
une force de même grandeur et de même direction appliquée au 
point (i, 7), Ç), c’est-à-dire par la force de Biot et Savart, et par 
un couple dont l’axe aura pour composantes 


\ ds ~ 

= z(*i- 

~y)~ 

-H(Ç- 

- z), 

(j i ds - 

= E(Ç- 

-z)- 

-za - 

~ æ )> 

v ds = 

= H(È - 

— x) - 

- S(t) - 

-y )• 


Tout calcul fait, ces formules deviennent 





ds , 

ds, 



Lorsqu’on calculera l’action d’un courant fermé et uniforme sur 
un pôle de solénoïde, tous ces couples élémentaires se compo¬ 
seront en un couple unique ayant pour composantes 

L = / À ds, M — / u. ds, N = / v ds, 

Jq J c J c 

c'est-à-dire, d’après les égalités (i4), 

L = o, M = o, N = o. 

La loi d’Amp ère et la loi de Biot et Savart conduisent donc 
bien au même résultat lorsqu’on calcule l’action d’un courant 
fermé et uniforme sur uft pôle de solénoïde. 


< 1 » Cette démonstration est due à Ampère ( Collection de Mémoires publiés 
par la Société de Physique, t. III, p. i 32 ). 
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f 

Etudions la force dont les composantes sont données 

égalités (i3). 


Nous avons 




Donc Vaction d’un élément de courant sur un pôle de solé- 
noïde est normale à Vélément de courant. 

Nous avons aussi 



Donc l'action d'un élément de courant sur un pôle de solé- 
noïde est normale à la droite qui joint Vélément de courant 
au pôle de solénoïde. 

Prenons pour axe des x (Jig. 53) la droite qui joint l’élément 
de courant au pôle P 5 pour axe des y une droite normale à OP, 





située dans le plan de OP et de ds , du côté de OP où se trouve 
ds ; pour axe des z une droite formant, avec les précédentes, un 
trièdre trirectangle négatif. 

La force F, comptée positivement parallèlement à OZ, aura pour 
valeur, d’après les formules ( 1 3 ), 



sin(r, ds), 
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la droite r étant supposée dirigée de l’élément de courant 
pôle. On a donc 


31 ^ t, sin(r, as) . 
— <ï>J'-- ds 


vers le 


Ainsi un courant fermé et uniforme agit sur un solénoide 
comme si tout élément de courant exerçait, sur une masse de 
fluide fictif, une certaine force. 

Cette force est appliquée au pôle de solénoïde (loi de Biot 
et Sac art) ou en un point invariablement lié au pôle, mais 
coïncidant avec un point de Vélément de courant foi d’Am¬ 
père). 

Transportée au pôle de solénoïde , elle forme, avec l’élément 
ds, un système cl sens positif de rotation. 

Elle a pour grandeur 





, sin(/', ds) 



Ici droite r étant dirigée de l’élément de courant vers le pôle. 


Faisons quelques applications de la loi que nous venons d’énon¬ 
cer. 

i° Un courant rectiligne MM' (fig. 54) est placé horizontale¬ 


ment. 





Un solenoide horizontal AB est mobile autour d’un axe OZ ver¬ 
tical passant par son milieu O et par le courant rectiligne indé 



0 

* l —- 

Soit XOX' une parallèle à MX 1 ; soit OY une perpendiculaire au 
plan ZOX, dirigée à gauche de XOX'. 

Chaque élément ds du courant exerce sur le pôle A une force 
donnée par la loi précédente et, par conséquent, apnt, suivantOY, 
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une composante positive. Toutes ces forces se composeront en une 
seule dont la composante, suivant OY, sera positive. De même, 
toutes les forces agissant sur le pôle B se composeront en une seule 
égale et directement opposée à la précédente. 

ü est d’ailleurs évident, par raison de symétrie, que le solénoïde 
AB est en équilibre, lorsque OA ou OB vient se placer suivant OY. 
Ce que nous venons de dire montre qu’il est en équilibre stable si 
OA est suivant OY, et en équilibre instable si OB est suivant OY. 
On arrive donc au résultat suivant : 

Un solénoïde horizontal étant mobile autour d’un axe verti¬ 
cal, si Von place au-dessus de lui un courant rectiligne indé¬ 
fini, le solénoïde se mettra en croix avec le courant de manière 
que son pôle austral se place à la gauche du courant. 

2 ° Considérons ( fig . 55) un courant plan, indéfini, formé de 
deux parties rectilignes MN, NM', faisant entre elles un angle 2 a. 

Fig. 55. 



\st 


Sur le prolongement de la bissectrice de cet angle se trouve un 
pôle austral de solénoïde A. Cherchons quelle est 1 action du cou¬ 
rant sur le pôle. 

Tous les éléments mm'= ds du courant exercent sur le pôle A 
une action normale au plan de la figure et dirigée en avant de ce 
plan. Toutes ces actions étant de même sens, on aura leur résul¬ 
tante en faisant leur somme. 

.L’action de mm' sur le pôle A a pour valeur, d’après la for- 






•->-9$ 

mule (i3), 
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F 


21 sin (a — 0) , 

—i 4» J —-- t—^- mm , 

/ - 2 

V- A m 


H étant l’angle m AN. 


Dans le triangle mAN, on a 


A m 


p sma 


sin (a 


0 ) 


? 


o désignant la distance AN. 


Dans le triangle A mm', on a 


Am 


mm 


sin (a 


0 ) 


c?0. 


On a donc 


sin(a 


0 ) 


mm 


Am 


t 


sin(a — 0 ) 
p sin a 


dQ, 


ce qui donne 


F 


2t <!> J' sin (a — 0) 


✓ 


2 P 


rfO. 


sin a 


La branche NM' du courant fournit alors une action 


S 


A t!>J' 


J /% A 

f sin(a 
0 


0) dO 


La branche MN donne une action égale. L’action cherchée a donc 
pour valeur 


G 


aSl <ï>J' 


/a P sin a 


sin( a 


0) dQ . 


o 


O 


r 


J si 

^0 


sin(a 


0)c/0 


t 


cos a. 


On a donc, en remarquant que 


i 


cosa 


sina 


a 

tan g — ? 

2 


( i Ci) 


G 


23t <I>J' 


v/ 


2 


P 


- tanc - 

2 


Dans le cas particulier où le courant est rectiligne, on a simple 


menl 


TZ 


2 
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■> 


99 


et 


( ! 7 ) 


G 


a SI <ï>J' 


s/ 


2 P 


Dans 1 étude de l’Électromagnétisme, nous verrons l’importance 


de ces résultats. 


3. — Actions mutuelles de deux solénoïdes. 

ffiüPl ■ ' * 

Considérons deux solénoïdes, l’un S ou AB, l’autre S , ou A / B ; 


Soient 


«ï» 


SV QJ 


SV G'J' 


/ 


D 


<P’ 


les puissances de ces deux solénoïdes. 

Soit C un des courants élémentaires du premier solénoïde. 

Soit C' un des courants élémentaires du second. Le potentiel 
mutuel de ces deux courants a pour valeur 


()2 1 
JJ' -_ 

<?N t)N' 


Le potentiel mutuel des deux solénoïdes a alors pour valeur 


Si 2 

n(S, S')=— JJ' 



- 

r 


dNàN' 


£2£2'. 


S S ' 


Comme dans un cas analogue, au Livre XIII, 



itre VIII, 


cette expression peut s’écrire 


n(S, S') = < £<t> 


B 



d* - 

r 

dldV 


dl dV, 


dl et dl 1 étant les éléments des axes des solénoïdes. 
L’intégration s’effectue immédiatement et donne 


(. 8 ) 


II (S, S') = ^«l> 





BB' 


AB' 



BA 


Cette formule conduit aux conséquences suivantes : 

Les pôles de même nom de deux solénoïdes se repoussent; les 
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pôles cle nom contraire s’attirent ; ces actions sont, en grandeur, 
proportionnelles au produit des puissances des deux solénoïdes 
et en raison inverse du carré de la distance des deux pôles. 

En d’autres termes, les actions mutuelles de deux solénoïdes 
électrodynamiques sont identiques à celles de deux solénoïdes 
magnétiques de même forme, portant en leurs extrémités des 
quantités de Jluide magnétique respectivement égales en gran¬ 
deur et en signe aux quantités de fluide fictif que Von est 
convenu de placer aux extrémités des deux solénoïdes. 

* ' 

§ 4. — Electrodynamomètre absolu. 

Nous avons étudié jusqu’ici les forces électrodynamiques déve¬ 
loppées par l’action d’un courant fermé sur un autre courant fermé. 
Les divers éléments d’un courant fermé et uniforme exercent aussi 
les uns sur les autres des actions qui ont pour potentiel 

n(C,C) = - % J2 f f^dsds’. 

4 J c Je r 

Nous allons faire de cette formule une application qui nous don¬ 
nera le principe de l’électrodynamomètre absolu ('). 


Fig. 56. 



Un courant, amené de loin par un fil AB ( fig . 56), parcourt un 
circuit presque fermé BB'B",B" étant tout près de B. 


( 1 ) W. Weber, Electrodynamisclie Maassbestimmungen. Hcft i; 1846. 
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actions mutuelles des courants uniformes. 


Soi 


De là il s éloigne par un fil B"C pour parcourir un autre circuit 

presque fermé GC'C". Il en revient par un fil C"DE qui est con¬ 
stamment très voisin de CB" et de B A. 

La seule partie mobile du circuit est la partie B"CC'C"D; encore 
Je circuit CGC" est-il supposé rigide. 

Si y et y désignent deux portions de circuit, et si l’on pose, pour 
abréger, 


St 2 


2 



(y> y') 

Ç Ç CO S GO 

u y t/ y' ' 

ds ds\ 



verra sans peine que la 

partie variable de II 

se rédu 

* . ' 
ît a 

[ (AB ’ 

CC'C")+(BB'B", CC'C")- 

4-(B"G,GG'C")+(BC, GG'C")-h(DE 

-H AB, 

, B"C)-t-(BB'B", 

B"C)- 

-i- - (B"C. 

,B'C)4 

•(DE, B' 

'C) 

+ (AB, 

, C"D)-t-(BB'B", 

G"D)- 

+- - (G"D. 
2 

, G" D) -t- 

(DE, G" 

D) + (B 

Or, on 

a sensiblement 







(AB, CC'C") -+- 

(DE, 

CG'G") = 

: O, 




(B" G, GG'G") -+- 

(G"D, 

GG'G") = 

: o, 




(AB, B"C) + 

(AB, 

C" D) - 





(BB'B", B"C) + 

(BB'B 

;",G"D) = 

: o, 




(DE, B"C) + 

(DE, 

G" D ; = 

: O, 




(B"G, B"C) - 

(G"D, 

C"D) - 

= —(B'G, G" D ). 



La partie variable de IÏ(C, C) se réduit donc à 


ibfc, C) 




J 2 (BB'B", CG'G") 


Le travail élémentaire produit parles actions électrodynamiques 
dans une déformation du système est 


09) 



& 2 


2 


J 2 8(BB'B", CC'G") 


Si l’on donne aux deux circuits presque fermés BB'B", GC'C", 
qui, pratiquement, sont deux bobines, une forme géométrique 
simple et bien déterminée, on pourra calculer la quantité 

8 (BB'B", GG'G"). 

Si l’on fait équilibre aux actions en question par des forces con- 
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nues telles qu’une suspension bifilaire (électrodynamomètre de 
Weber) ou un poids (électrodynamomètre de Joule), on aura ob¬ 
tenu un instrument qui, grâce à la formule ( 19 )? permettra de dé¬ 
terminer expérimentalement le produit 

3V2J2. 

Nous renverrons aux Traités pour la description détaillée des 
électrodynamomètres. 


i 
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ACTION D’UN COURANT FERMÉ ET UNIFORME SUR UN ÉLÉMENT 

DE COURANT UNIFORME. 


1 . 


Théorèmes généraux. 


Soit un circuit fermé C, parcouru par un courant uniforme 
d’intensité J 7 , agissant sur un élément AB = cls, parcouru de A 
en B par un courant uniforme d’intensité J. 

Nous savons que l’action du circuit fermé C sur l’élément ds se 
réduit à une force unique appliquée à l’élément c/s. D’après la dé¬ 
finition de cette force, lorsque l’élément AB se déplace de ma¬ 
nière à venir en A'B', cette force effectue un travail égal au poten¬ 
tiel électrodynamique du courant C sur un courant d’intensité J 
parcourant le circuit AB B'A ; A. 

Si l’on se reporte à une démonstration donnée au Livre XIII, 
Chapitre VI, on voit que : le travail produit par Vaction d’un 


.fermé et unif 


uni- 


/< 


de force du courant f> 


coupe dans son mouvement . 
Nous avons vu rLivre XIV 


IX, équations (2)] que la 


force en question avait pour composantes 


X 


A 2 


-J ds 



cos w 


(I) 


Y 


A 2 



cos w 


1 

l 


Z 


A 2 


- J ds 



costo 


d - 

r 

clx' 

à- 

r 

dx 

ds' 

ds 

à - 
r 

cl/ 

à- 

r 

ày 

cls' 

ds 

j 

à - 

r 

clz' 

d - 

r 

dz 

cls' 

ds 


J' ds', 


J' ds, 


y cis' , 
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■> _ f 

expressions auxquelles conduisent également la loi d’Ampère et 
la loi de Grassinann. 

Remarquons que nous avons 


posons 


à - 



d - _ 

à - 



r 

dx 

i 

r dy 

r 

dz 

ds 

dx 

ds 

dy ds 

àz 

cl s ’ 


dx 

dx' 

dy dy' 

dz 

dz' 

costo = 

ds 

as' 

| v | 

ds ds f 

ds 

cls' ’ 


( 2 ) 


r*/ 


A 





B 



C 



d ? 

d- 

r 

dy' 

dy ds 1 

~ dz 

ds' 

^ r dx' 

à- 

r 

dz' 

àz ds' 

dx 

ds' t 

à- } , 

r dy 
%/ 

à- 

r 

d.r' 

dx ds’ 

ày 

cls' 


ds', 


ds', 


r ds', 


et les formules (i) prendront la forme très élégante 








J'J ds. 


Ces formules donnent la démonstration immédiate de plusieurs 
propositions importantes. 

i u Des formules ( 3 ), on déduit immédiatement 



L’action qu’un courant fermé et uniforme exerce sur un 
élément de courant uniforme est normale à Vélément sur le¬ 
quel elle s’exerce. 

Cetle proposition, outre son importance intrinsèque, a un 
grand intérêt historique. Ampère avait fondé la démonstration de 
la loi des actions électrodynamiques sur un certain nombre d'hy¬ 
pothèses et sur trois lois expérimentales. M. Bertrand a montré 
que, de ces trois lois, deux seulement étaient nécessaires à l’éta- 
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blissement de la loi d’Ampère. Or la loi que nous venons d’é¬ 
noncer constitue l’une des deux lois expérimentales d’Ampère que 
M. Bertrand a conservées (M. 

2 ° Les égalités (3) nous donnent encore 

A.X- 4 - BY + CZ = o. 


Si nous donnons, avec Ampère, le nom de directrice de l'ac¬ 
tion- du courant ferme a la droite dont les cosinus directeurs 
sont proportionnels à A, B, C, nous voyons que Vaction exercée 
par un courant ferme et uniforme sur un élément de courant 

uniforme est normale à la directrice au point où se trouve 
l'élément. 

A 

3° Envisageons le déterminant 

X Y Z ! 



clx dy dz 

*- - -^ É 

ds ds ds 



et, par conséquent, est essentiellement positif. Ainsi : 

Le trie dre trirectangle formé par l'action qu'un courant 
fermé exerce sur un élément de courant, l'élément de courant 
et la directrice, a un sens de rotation négatif. 


4° Examinons de plus près les propriétés de la directrice. Le 
théorème de Stokes nous donne, en désignant par N la normale à 
1 élément dù d’une aire passant par le circuit G, 




* 2 %) 
dz ds ' J 




(*) Voir VAppendice au Livre XIV. 
D. — III. 


20 
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Mais 


d’ailleurs 


On a donc 


On a aussi 


A 


r 


P 

d 2 - 


àydÿ 


d 2 - 

r 


•m ' 1 i 


ôy dx' 


d 2 - 

r 


d 2 


I 

r 


dydy' 

r 


dy 2 

à 2 - 

V 



ds dz r 


ds 2 ’ 

d^~ 

à*~~ 

d 2 - 

r 

r 

7" 

da? 2 

dy 2 

' ds 2 

d 2 - 

d 2 

I 

r 


r 


O. 


dz dz r 


dx 2 


<? 2 - 
r 

dx dx 


d 2 - 

r 


do? 3 


d*- 

r 

dz dx' 


à 2 i 

r 

dx dz r 


L’égalité précédente fournit donc la première des formules 


A 


B 


C 


à 


dx 



d 


dy 


d 


d 




dy 

dx , cos(N,ar)4 

d y 

- ^->cos(N,^)-+ 

d- 

r 

dz 1 

dy 

COS(N,Ü?) H 

d y 

- ^cos(N,/)h 

à- 

r 

H ^ / 

05 

d y 

fai cos(N,^)h 

dy 

h X/ cos ( N >7)H 

r 

Qj 

Kn ^5 1 « 


j cos( N, <s) I dû , 


> cos (N, z) | dii, 


j cos(N, z) \da 


On en déduit immédiatement 


^AJ' 


✓ 


51 


✓ 


; bj' 


St 


n/ 


= G J' 


•i 


d 


dx 



* à 1 - • 

y-^da, 


t/ 


•i 


dN 


d 


ày 


<* d ~ 

S4j 


/ 


«UN 


<9 





si ^ 
rJ'4^, 


y/ 


i 


dN 


ou bien, en désignant par t? la fonction polen 



magnétique 
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du feuillet équivalent au courant C, 


(4) 


% 

&ç 

dx 

% BJ' = - 

dp 

✓» 

dy ’ 

* C.T — • 

dp 

— * * 


dz 

1 


Ces formules (4) conduisent alors à la conséquence suivante : 

La directrice en un point de Vaction d’un courant fermé et 
uniforme coïncide en direction et sens avec la tangente à la 
ligne de force du courant menée par ce point. 


Action d’un solénoïde sur un élément de courant uniforme. 


D’après les égalités (3) et (4), l’action d’un courant fermé et 
uniforme sur un élément d’un courant a pour composantes 


/ 


X 


( 5 ) 


Y 


/ 

% 

sf 


\ 


J ds 


Z 


3 ds 


/ 


dp 

dy 

dp 

dz 

dz 

ds 

dy 

ds 

dp 

dz 

dp 

dx 

dx 

ds 

dz 

ds 

dp 

dx 

dp 

dy 

dy 

ds 

dx 

ds 


w 

/ 


\ 

\ 


? 


\ 


Supposons que le courant C soit un petit cercle d’aire Q. 


Nous aurons 


P 


-St 

— J' 


✓ 


d - 

— Q 

dN ' 


et les formules précédentes deviendront 


/ 


X 


5t 2 


- J'£2J ds 


(5 bis) 


Y 


-St 2 


J'QJ ds 


2 




Z 


.St 2 


• J'£2 J ds 


à 

( à 'r 

dy _ 

d - 

r 

dz 

dS 

\ dz 

ds 

dy 

ds 

à 


dz 

d - 

r 

dx 

à N 

\ dx 

f 

ds 

dy 

ds 

<L 1 

(d- 

r 

1 —- 

dx 

l 

à - 

r 

dy 

ÊS 

i 


\ 


/ 


\ 


/ 


dN 


dy ds 


dx ds 
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Si nous écrivons des égalités analogues pour les divers cercles 

r» T' <3i 

qui composent un solenoïde AB, de puissance 


QJ' 5V 

--jr —-, trois 


v/ 


intégrations nous fourniront les trois composantes de l’action que 
ce solénoïde exerce sur un élément de courant uniforme. Nous 

verrons alors que : 


L’action d un solcnoidc sim un element de courant uniforme 

peut se décomposer en deux autres : 

i° Une action émanée du pôle austral du solenoïde, celle-ci 

est une force appliquée à Vélément de courant et ayant pour 
composantes 



2 ° Une action émanée du pôle boréal du solenoïde / celle-ci 
est une force appliquée à Vélément et ayant pour composantes 



Si l’on compare ces égalités (6) et (6 bis ) aux égalités (i3) du 
Chapitre précédent, on arrive à cette proposition qui nous dis¬ 
pense de pousser plus loin L’étude de l’action d’un solénoide sui 


un élément de courant : 


L’action d’un pôle de solénoïde sur un element de coûtant 
est une force égale et directement opposée a celle qui repré¬ 
sente, d’après la loi d’Ampère, l’action d’un element de cou¬ 
rant sur un pôle de solénoide. 




SUR LA LOI D’AMPÈRE. 
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L’ordre que nous avons suivi pour exposer les lois de l’Induction et de 
l’Électrodynamique diffère extrêmement de l’ordre habituellement reçu 
dans les Ouvrages qui traitent de ces sciences. Nous avons donné, au 
Chapitre V du Livre XIV, les raisons qui imposaient à notre choix le 
plan que nous avons adopté. Néanmoins, nous pensons que nos Leçons 
présenteraient une grave lacune si elles ne faisaient connaître, au moins 
dans leurs grandes lignes, les théories classiques par lesquelles on parvient 
directement aux lois des actions électrodynamiques entre courants fermés 
et uniformes. C’est à l’exposé très bref de ces théories qu’est consacré le 
présent Appendice. 

§ 1. — Loi d’Ampère; démonstration d’Ampère. 

Les divers travaux par lesquels Ampère est arrivé à formuler la loi de 
l’action qu’un courant fermé et uniforme exerce sur un élément de cou¬ 
rant uniforme sont résumés dans le grand Mémoire qu’il a publié en 
1826 (!). La démonstration d’Ampère repose sur six hypothèses et sur 

trois lois expérimentales. 

Première hypothèse. — Soit un courant uniforme C qui agit sur 
un élément de courant uniforme ds'. Décomposons par la pensée le 
courant C en éléments ds\, ds%, .... L’action du courant C sur l élé¬ 
ment ds' est la résultante d’actions élémentaires exercées par les élé¬ 
ments ds\, ds %, ... sur Vélément ds '. 

Deuxième hypothèse. — L’action que Vélément, ds exerce sur l élé¬ 


ment ds' est une force, appliquée en un point de l élément ds et diri¬ 
gée suivant la ligne qui joint un point de l élément ds à un point de 



( 1 ) Ampère, Théorie mathématique des phénomènes electrodynamiques, 
uniquement déduite de l’expérience ( Mémoires de l Academie des Sciences, 

1826 ). 
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Vélément ds'. Uactîon de Vélément ds r sur Vêlement ds est égalé et 
directement opposée à la précédente . 

Troisième hypothèse. — Vaction de Vélément ds sur Vélément ds' 
dépend uniquement des intensités J et J' des courants qui traversent 
les éléments ds et ds ', de la longueur et de la situation relative de ces 
deux éléments . 

De cette hypothèse, on déduit aisément que Ja force exercée par l'élé¬ 
ment ds sur l’élément ds 1 est proportionnelle au produit JJ\ 

Considérons en effet un premier élément ds\ 9 traversé par un courant 
d’intensité Jj. Il exerce sur l’élément ds' une force répulsive que nous re¬ 
présenterons par t /(J 1 , J 7 ). 

A l’élément d$i accolons un élément ds% de même longueur, traversé 
par un courant d’intensité J 2 * Il exercera sur l’élément ds' une action ré¬ 
pulsive dont l’expression ne différera de la précédente que par l’échange 
des quantités J lr J 2 . Cette action aura pour valeur /(J 2 , J'). 

L’ensemble des deux éléments ds i9 ds% exerce donc sur l’élément ds une 
force répulsive dont la valeur est 


/(Ji, + JO- 

Mais cet ensemble peut être regardé comme un élément unique, de même 
longueur que chacun des deux précédents, placé comme chacun des deux 
précédents et parcouru par un courant d’intensité (J 1 - 4 -J 2 ). L’action de 
cet élément sur l’élément ds' doit donc avoir pour valeur 


/(Ji + Jat, J')- 


On a, par conséquent, l’identité 

/( Ji, J') = /(Ji + J*, J'X 

identité qui démontre que l’action de l’élément ds sur l’élément ds' est 
proportionnelle à J. On démontrerait de même qu’elle est proportionnelle 
à y et, par conséquent, au produit JJ'. 

L’hypothèse précédente prouve également que l’action exercée par l’élé¬ 


ment ds sur l’élément ds' est proportionnelle au produit dsds'. 

Imaginons, en effet, qu’un premier élément ds \, traversé par un courant 
d intensité J, exerce sur l’élément ds' , traversé par un courant d’intensité J', 
une répulsion que nous représenterons par /(ds^ds')* 

Prolongeons l’élément dsi d’une longueur infiniment petite ds%. Suppo¬ 
sons l’élément ds t traversé, lui aussi, par un courant d’intensité J- 11 
exercera sur l’élément ds une action répulsive dont la direction sera 

sensiblement la même que la piécédente et dont la valeur sera sensible¬ 
ment f{ds 2 , ds'). 

L ensemble des deux éléments ds i} ds 2 exerce donc sur l’élément ds' une 
force répulsive dont la valeur est 


J(ds 1 , ds' ) -+* /( ds 2 , ds ) 
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Mais, d’autre part, l’ensemble de ces deux éléments peut être considéré 

comme un élément unique, de longueur (dsi~h ds 2 ), de même intensité, 

de même position que chacun des éléments ds\, ds 2 . Son action répulsive 
sur l’élément ds' peut donc s’écrire 

f(dsi -+- ds 2 , ds'). 

On a, par conséquent, l’identité 


f(ds u ds') -+- f{ds 2 , ds') = f(dsi -+- ds 2 , ds '), 


identité qui démontre que l’action de l’élément ds sur l’élément ds' est 
proportionnelle à ds ; on démontrerait de même que cette action est pro¬ 
portionnelle à ds', et, par conséquent, au produit dsds'.’ 


Les propositions que nous venons de démontrer conduisent à la conclu¬ 
sion suivante : L’action que l’élément ds, parcouru par un courant 
uniforme d’intensité J, exerce sur un élément ds', parcouru par un 
courant uniforme d’intensité J', action comptée positivement lors¬ 
qu’elle est répulsive, a pour valeur 


(i) F = JJ'4» dsds', 

$ dépendant seulement de la situation relative des deux éléments ds, 
ds', et point de leur longueur. 

Quatrième hypothèse (*). — Les deux éléments MMj = dsi, MM 2 = ds- 2 , 
issus d’un même point M, ayant même longueur, parcourus par des 
courants de même intensité, exercent même action sur l’élément 
M'Mi = ds', s’ils sont symétriques l’un de l’autre par rapport au plan 

mm'm;. 

Si l’on se reporte alors aux considérations exposées plus haut (Intro¬ 
duction, Ghap. I, § I), on voit que cette hypothèse entraîne la consé¬ 
quence suivante : 

La fonction <ï> est une fonction uniforme des quatre variables 


r, cos0, cos0', cosco, 

( 2 ) 4> = cp {r, cosô, cos0', cosco). 

Première loi expérimentale (principe des courants sinueux). — Lors¬ 
qu’un courant fermé et uniforme parcourt le contour d’une aire à 
deux côtés, dont toutes les dimensions sont infiniment petites, l’action 

(’) Cette hypothèse, ou du moins un cas particulier de cette hypothèse, suffi¬ 
sant pour la démonstration, est indiquée par Ampère ( Théorie mathématique ..., 
réimpression A. Hermann, p. 20 ) comme un théorème; mais la démonstration 
de ce théorème implique une autre hypothèse sur l’action mutuelle de deux cou¬ 
rants rectangulaires. Le caractère hypothétique de cette proposition saute aux 
yeux si l’on observe qu’on obtiendrait une erreur en énonçant la meme proposi¬ 
tion après avoir remplacé l’élément de courant M'M^ par un element magné¬ 
tique M'M. 
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de ce courant sur un élément de courant quelconque est infiniment 
petite comme le produit de la longueur de Vélément qui subit l ac¬ 
tion par l’aire qu embrasse le circuit agissant. 

Il est inutile de rappeler ici l’expérience classique par laquelle Ampère 
a démontré cette proposition. 

Cette proposition admise, considérons deux éléments AB = ds et 



Pour direction des axes Ax, Ax', prenons la droite AA’. Dans le demi- 
plan BAA', menons la normale à la droite AA' et prenons-la pour direc¬ 
tion des axes A z, A ' z'. Menons une normale au plan BAA', du côté de ce 
plan où se trouve l’élément A'B'. Prenons-la pour direction des axes 

Aj, a y. 

Soient ABj, AB 3 les projections de AB sur Ax et sur A z. 

L’aire ABjB étant infiniment petite par rapport à ds, l’action d’un 
courant uniforme d’intensité J, parcourant le circuit ABjBA, sur l’élé¬ 
ment ds', parcouru par un courant d’intensité J', est infiniment petite par 
rapport à JJ ' ds ds' . L’action des deux éléments AB t et B t B, réduite aux 
quantités de l'ordre de JJ ' dsds', équivaut à l’action de l’élément AB sur 
l’élément ds'. L’élément B t B peut, lui-même, être remplacé par l’élément 


AB 


On prouverait, par un raisonnement analogue, qu’au lieu de déterminer 
l’action d’un élément quelconque sur l’élément A'B', on peut déterminer 
les actions du même élément sur les éléments A'Bj, A'B' 2 , A'B 3 et com¬ 


poser entre elles ces dernières actions. 

Nous sommes donc ramené à évaluer l’action de chacun des deux élé¬ 
ments 

AB t = ds cosO, 

AB 3 = ds sin 0, 


sur chacun des trois éléments 

A'Bj = ds' cosO', 

A'B 2 = ds' sin 0' sin e, 

A'B 3 = ds' sinO' cose. 

Ln raisonnant comme au Livre XIII, Chapitre II, nous prouverons que 
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l’on peut négliger 

L’action de AB t sur A'B' 2 , 

L’action de ABi sur A'B' 3 , 

L’action de AB 3 sur A'B'j, 

% 

L’action de AB 3 sur A'B 2 . 

Si nous désignons alors l’action répulsive de ABi sur A'B^ par 

J J '/(r ) AB - !. A 7 !;, 



et l’action rép ulsive de AB 3 sur A'B 3 par 

JJVCOÂBl.Â 7 ^, 

nous aurons 

( 3 ) F = JJ' ds ds'[f(r) cos 0 cos 0 '-f- g{r) sin0 sin0' coss], 

ou bien encore, en remarquant que l’on a [Introduction, Ghap. I, égalité (8 )] 

sin0 sin0' coss = cosu> — cosO cosO', 

et en posant 

Hr) = f(r) — g(r), 

(3 bis ) F = JJ' ds ds'[h(r) cos 0 cos8'-h g(r) costo]. 

Deuxième loi expérimentale. — Vaction qu!un courant fermé et uni¬ 
forme quelconque exerce sur un élément de courant est normale à 
cet élément. 

Soit ds un élément du circuit agissant. Soit ds' l’élément sur lequel 
s’exerce l’action. 

L’élément ds exerce sur l’élément ds' une action’ dont la composante sui¬ 
vant ds' a pour valeur 

F cos 0 '. 


Le circuit agissant tout entier exercera donc sur l’élément ds' une action 
dont la composante suivant l’élément ds' aura pour valeur 



F cos 0 ', 


ou bien, d’après l’égalité ( 3 ), 


/[/( 



g(r) sin0 sin0' coss] cos0' ds. 


Pour que la proposition précédente soit exacte, il faut et il suffît que cette 
quantité soit égale à o. 

Or on a [Introduction, Ghap. I, égalités ( 5 ) et (g)] 


cosO 


dr 
ds 9 


cosO' 


dr 

à?’ 


d 2 r 


sin0 sinô' coss 


dsàs' 
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Par conséquent, pour que la proposition précédente soit exacte, il faut et 
il suffit que l’intégrale 



dr dr d 2 r 

Tsdi' + r g(r) ïTm 



étendue à une courbe fermée quelconque, soit égale à o. 
Cette égalité peut encore s’écrire de la manière suivante 

i 



Si l’on observe que, lorsque l’on parcourt le circuit s, les deux quantités r 

et ( — ) varient d’une manière continue, on arrive à la conclusion sui¬ 
ves ) 

vante : 

Pour que l’égalité précédente ait lieu, il faut et il suffit que la quantité 


/< r ) < 





soit la différentielle totale d’une fonction uniforme et continue de r et de 

dr 

ds' 

Cette condition est traduite par l’égalité 



Fn vertu de cette égalité (4), l’égalité (3) devient 


(5) F 


JJ' ds ds' I g(r) sinO sinO' coss -I- - -j- [/'^(r)] cos0 cosO' 

ià Gif 


\ 


Cinquième hypothèse. 


La fonction g (r) est de la forme 


g(r) 


A 

Y*fb 


A étant une constante et n un nombre entier et positif. 


L’égalité (5) prend alors la forme 


( 6 ) 


F 


A J J' ds ds' 


r 


ri 


sinO sinO' coss 


n 


i 


cosO cos0' 


Troisième loi expérimentale. — Dans deux systèmes électrodyna¬ 
miques semblables, les actions qui $’exercent sur deux éléments ho - 



SUR LA LOI D’AMPÈRE. 


3i5 


mologues sont les mêmes, si les intensités des courants qui traversent 
les divers conducteurs sont les mêmes. 

Soient deux systèmes électrodynamiques semblables S et Si, le rapport 
de similitude du second au premier étant k. 

Dans le premier S, l’élément ds' supporte, de la part de l’élément ds , 
une action répulsive donnée par la formule (6). 

Dans le second, S t , considérons les deux éléments dsi, ds\, homologues 
de ds, ds '; l’élément ds\ subit, de la part de l’élément ds\, une force ré¬ 
pulsive Fi donnée par la formule 


(7) F i 
Mais on a 


La formule (7), comparée à la formule (6), donne donc 

Fi — k*-~ n F. 

Les actions élémentaires subies par un élément ds\ du système Si forment 
donc un système semblable à celui des actions élémentaires qui agissent 
sur l’élément homologue ds' du système S, le rapport de similitude 

étant k 2 ~ n . 

Or ces deux systèmes doivent avoir des résultantes égales l’une à l’autre. 
Il faut donc que l’on ait 

k^-n = x 

ou 

n = 1 . 

# 

Cette relation, portée dans la formule (6), donne 

^ KM' ds ds' / . A . A , 1 « a A 

(8) F= --- / sm6 sin0 coss — -cosôcosu J. 

Sixième hypothèse. — Deux éléments de courant parallèles, de même 
sens, perpendiculaires à la droite qui les joint, s’attirent. 

Dans ce cas, on a 

COS 0 = 0, COS0 f =O, 

sin 0 = i, sin0' = i, coss = i. 

La formule (8) doit donner pour F une valeur négative. La constante A 
doit donc avoir une valeur négative. 

Si nous posons 

— A = %*, 
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la formule (8) devient 




31 2 JJ ds ds A 

— ---( cos 9 cos 0 

2 /* 2 


2 sin0 sin0' coss). 


C'est, comme nous l'avons vu [Livre XIV, Chap. X, égalité (7)], une des 
formes de la loi d'Ampère. 


§ 2. — Loi d’Ampère; démonstration de M* J.[Bertrand. 

La démonstration d'Ampère repose sur l'emploi de trois lois expérimen¬ 
tales. M. J. Bertrand (*) a montré que la seconde loi expérimentale invo¬ 
quée par Ampère impliquait la première, le principe des courants 
sinueux , en sorte que cette première loi expérimentale ne devait plus être 
conservée à titre de principe. 

La démonstration donnée par M. J. Bertrand est la suivante : 

Les quatre premières hypothèses d'Ampère entraînent les égalités (1) 
et (2), c'est-à-dire la proposition suivante : 

L’action répulsive de l'élément ds sur l'élément ds r est donnée par la 
formule 


F = ds ds' <p(r, cos 9 , cos 0 r , cosco). 


Les égalités [Introduction, Chap. I, égalités (5) et 



COS0 


COS0' 


dr 
ds 9 

dr 


cosco 


dr dr 
ds às f 



à 2 r 
ds às f 


permettent de mettre cette égalité sous la forme 


00 


F 


dr dr à 2 1 


U'dsds’tylr, ™ . 

T \’às ds ds ds ) 


Invoquons maintenant la seconde des lois expérimentales prises, par 
Ampère, comme principes. Nous avons vu que cette loi s'exprimait par la 

condition suivante : La somme V FcosO', étendue à tous les éléments ds 

d’un courant fermé et uniforme, est égale à o. 

En vertu de l'égalité (9), cette condition peut encore s'énoncer ainsi : 


{' ) J. Bertrand, Sur la démonstration de la formule qui représente P action 
élémentaire de deux courants ( Comptes rendus, t. LXXV, p. 733; 1872). — 
Démonstration des théorèmes relatif s aux actions électrodynamiques ( Journal 
de Physique , i re série, t. III, p. 297; 187^). — Leçons sur la théorie mathéma¬ 
tique de VÉlectricité, professées au Collège de France, p. 166. Paris, 1890. 
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L’intégrale 



* 


r 


dr dr à 3 r 


dr 


’ ds * às' * ds às' J às' 


ds 


? 


étendue à une courbe fermée quelconque, est égale à o. 

Les quantités r et -r—, varient assurément d’une manière'continue lorsque 


dr 


l’on parcourt une courbe s, tandis que les quantités —, et 


d 3 r 
ds ds 


; peuvent 


varier d’une manière discontinue quelconque dans le cas où cette courbe 
présente des points anguleux. Pour que l’énoncé précédent ne soit pas une 
erreur, il faut et il suffit que l’on ait 


. dr dr d 3 r \ dr 

V ^ r ’ às* ds’’ dsds' ) ds' ds 


(ia) 


àW 


dr 

5 ds f J dr 


dW r 


dr 


às 


ds 


à> 

’ à? 



d 


dr 

ds' 


à 2 r 
às' ds 


dsj 


w(r, — f ) étant une fonction uniforme et continue des variables r , 

dr d- r 

et ne dépendant pas des variables àsds r 

Le second membre de l’identité (12) est linéaire et homogène en 


dr 



F 


dr 

às 


et 


d 2 r 


às às 


- . Il en doit être assurément de même du 


ier. Donc la fonc¬ 


tion 


^ ( 7 ? às ? às ' 7 ds às' 


dr di 


à % r 


dr d 2 r 

est linéaire et homogène en — > ^ ^ 


La loi de l’égalité de l’action et de la réaction, qui constitue la deuxieme 
hypothèse d’Ampère, entraîne immédiatement cette conséquence : la fonc- 

_ « <■ _ . _ l.-vn^An e* ot o? T.a fnnr_ 


* 

4» 


Ainsi on doit avoir 


dr d 3 r 


ds 1 ’ ds ds 1 




A 


dr dr 
às ds' 



B 


d 3 t 


ds ds 


n 


les deux quantités A et B étant indépendantes des variables 


dr 

ds 


dr 

às' 


à 3 r 
ds às' 


et, par conséquent, ne 


dépendant que de la quatrième variable dont peut 


l 
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dépendre <j>, la variable r. On a donc 


= A(/*) 


dr dr 

d$ d$' 



B(r) 


d 2 r 
ds à s* 


ou bien, d’après l’égalité (u), 


(ï 3 ) 


F 


JJ' ds ds 


Gomme nous avons 


dr 

ds 


cosô, 


' U(r) 


dr dr 
ds ds' 



d 2 r 1 


dr 

ds' 


COS0', 


d 2 r 
ds às f 


sin0 sinO' cose 


5 


si nous posons 


A (r) 


/(**)> 


B(r) 


1 


7 ' 


g( r ) 


? 


l’égalité (12) reproduira l’égalité 

(3) F = JJ' ds ds'[f(r ) cosô cosô'-H £■(/’) sinô sinô' cose]. 

Or il est aisé de voir que cette égalité ( 3 ) est exactement équivalente au 
principe des courants sinueux. 

Nous avons déjà vu, en effet, que, le principe des courants sinueux, joint 
aux trois premières hypothèses d’Ampère, entraînait l’égalité ( 3 ). Prou¬ 
vons maintenant que, de l’égalité ( 3 ), on peut déduire le principe des cou¬ 
rants sinueux. 

Faisons choix d’un système de coordonnées rectangulaires quelconques. 
Soient (ce, y, z) un point de l’élément ds et (cc',y', z ') un point de l’élé¬ 
ment ds'. Un circuit fermé s exercera sur l’élément ds' une force dont les 

trois composantes seront 


Xds'= JJ' ds’ Ç [/(r) cosô cosô'-H g(r) sinô sinô' cossj X ^ - ds, 

ty 


Y ds* = U r ds* J [/(r) cosO cosO' -h ff(r) sinO sinO' cose] 
Z ds' = JJ' ds' J [/(r) cosô cosO'-h g(r) sinô sinô'cose] 
égalités qui peuvent encore s’écrire 





dr 

dr 

ds 

ds* 

dr 

dr 

ds 

ds* 

dr 

dr 

ds 

Os* 
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Soit (£, t), Ç) un point fixe pris sur le circuit s; soit p la distance de ce 
point au point (x', y', z'). 

Supposons que le circuit s soit le contour d’une aire convexe dont toutes 
les dimensions sont infiniment petites du premier ordre. On voit sans peine 
que nous pourrons, en altérant seulement X, Y, Z de quantités infiniment 
petites du second ordre, remplacer les égalités (14) par les suivantes : 



dr 


Les deux quantités r et —, variant d’une manière continue le long de la 


courbe s , on a pour toute courbe fermée 



et les égalités précédentes deviennent 

X = o, Y = o, Z = o. 

Il suffit d’altérer les trois quantités X, Y, Z de quantités infiniment petites 
du même ordre que l’aire embrassée par le circuit fermé pour les rendre 
égales à o. Ces quantités X, Y, Z sont donc des infiniment petits du même 
ordre que cette aire, ce qui est le principe des courants sinueux. 

Ainsi les quatre premières hypothèses et la deuxième loi expérimentale 
invoquée par Ampère entraînent le principe des courants sinueux. Il en 
résulte que l’on peut se passer de ce dernier pour établir la loi d Am¬ 
père. 

En effet, dans la démonstration de la loi d’Ampère, le principe des cou¬ 
rants sinueux sert seulement à établir l’égalité ( 3 ) et nous venons de voir 
que cette égalité (3) pouvait être établie sans invoquer le principe des 

courants sinueux. 

g 3. _Du sens véritable qu’il convient d’attribuer au principe 

des courants sinueux. 


Aux démonstrations des propositions que nous venons d établir, M. J.Ber¬ 
trand (*) joint les considérations suivantes : 

« On me permettra d’ajouter une remarque relative à la probabilité de 


(1) j. Bertrand, Démonstration des théorèmes relatifs aux actions electro- 
dynamiques (Journal de Physique, t is série, t. III, p. 000, 1874 )* 
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Thypothèse fondamentale, si naturelle en elle-même, acceptée par Am¬ 
père : Faction de deux éléments est dirigée suivant la droite qui les joint. 

» Supposons qu’Ampère, qui a découvert expérimentalement la 
première et la deuxième loi, ait vérifié et énoncé d'abord la deuxième 
loi, et que, par le raisonnement seul, ainsi que nous l’avons fait, il 
en ait déduit la première loi ; il aurait pu dire : si l’action de deux 
éléments est, comme cela me paraît vraisemblable, dirigée suivant la 
droite qui les joint, il faut nécessairement qu’un conducteur sinueux 
exerce la même action qu’un conducteur rectiligne suivant la même direc¬ 
tion. L’expérience, venant ensuite confirmer cette prévision, n’aurait-elle 
pas été regardée avec raison comme une très forte preuve en faveur de 
l’hypothèse qui y conduit? L’ordre dans lequel les vérités ont été décou¬ 
vertes et l’époque à laquelle a été signalée leur dépendance mutuelle 
changent-ils quelque chose à leur probabilité? » 

En réalité, à regarder les choses de près, la classique expérience d’Am- 
père, sur l’action des courants sinueux, ne saurait avoir la portée que 
M. J. Bertrand lui attribue dans le passage que nous venons de citer. 

Conservons la première hypothèse d’Ampère; laissons de côté la 
deuxième, et modifions la troisième de la manière suivante : 


La grandeur et la direction de Vaction exercée par Vélément ds sur 
Vélément ds' dépendent uniquement des intensités des courants qui 
traversent ces deux éléments , de leurs longueurs et de leur situation 
relative . 

Nous allons voir que ces deux hypothèses, les moins contestables de 
tous les principes sur lesquels repose la théorie d’Ampère, entraînent la 
loi relative aux courants sinueux; en sorte que la vérification expérimen¬ 
tale de cette loi vérifie seulement les deux hypothèses dont il s’agit. 

Considérons un élément ds 1 , de position donnée par rapport aux axes 
OX, OY, OZ. Les composantes de l’action de l’élément ds sur l’élément ds* 
peuvent être mises, en vertu des deux hypothèses précédentes, sous la 
forme suivante : 

= JJ’ ds ds r , 

Y ds — JJ’ W ds ds f , 

Z ds = JJ’X dsds\ 

les trois quantités <ï>, W, X étant, pour une direction donnée de l’élé¬ 
ment ds\ des fonctions des éléments qui fixent la situation relative des 
deux éléments ds } ds\ 

De ces égalités, on déduit immédiatement le résultat suivant : 

Les trois fonctions <ï>, W, X changent de signe , sans changer de va - 
leur absolue , lorsqu'on renverse le sens de parcours de l'élément ds 
sans changer le sens de parcours de Vélément ds r . 

A ce théorème, joignons ces deux propositions évidentes : 

i° L'action d'un courant fermé et uniforme quelconque sur un élé - 
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ment ils quelconque est le produit de ds' par une quantité finie, en 
sorte qu'il en doit êti'e de même des trois quantités 



où les intégrations s’étendent 
2° Les intégrales 

I 3 » ds, 

t/ 


au courant fermé . 



étendues à un contour fermé infiniment petit , varient d’une manière 
continue y lorsque ce contour se déforme et se déplace d’une manière 
continue . 

Par au raisonnement semblable à celui qui a été exposé aux pages 98-9^ 
nous arriverons à la conclusion suivante : 



sont infiniment petites du second ordre } lorsque Vintégrale 

1 



est infiniment petite du premier ordre. 

Cette proposition, on le voit aisément, n’est autre chose que le principe 
des courants sinueux. 


§ 4. — Du potentiel électrodynamique. 

Supposons que deux conducteurs fermés soient en présence. 

L’action répulsive mutuelle d’un élément ds du premier conducteur et 
d’un élément ds' du second, est, en désignant par J, J' les intensités des 
courants qui les traversent, 


(9) 

Mais on a 


F 


31* 


2 


’2 


(cosô cosQ' — asinG sin0' coss) 


sin0 sin 0' coss 


costu 


cosO COS0'. 


*)n peut donc écrire 


F 


a ,- 3 J'dsds '/3 0 a, 

- -- I - COS0 cosO 


COSIÜ 


.2 \ >2 


Si, dans une modification, la distance r augmente de or, cette action mu 


tuelle effectue un travail 


F or, 


D. 


III. 


21 
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et les actions mutuelles des deux conducteurs effectuent un travail 


( 15 ) 


dG = 3^jj 


m ( \ 


cosO cos0'— cosu> ) or ds ds ’. 


Nous avons démontré d’une manière entièrement générale [Appendice au 
Livre XIII, égalité (27)] que cette égalité peut s’écrire 


(16) 


— — JJ 


•in 


cos 0 cos0' ds ds’ 


j 


ce qui peut encore s’écrire [Introduction, Chap. I, égalité (10)] 


(16 bis) 


d$ = — JJ 




costo ds ds'. 


D après les égalités (16) et (16 bis), les actions mutuelles de deux cou¬ 
rants fermés et uniformes d’intensités invariables admettent un poten¬ 
tiel, que l’on peut représenter et volonté par l’une clés deux expressions 


(17) 


n 




jj 


(17 bis ) 


n 


si* 


jj 


II 

II 


cos 9 cosff 


r 


ds ds', 


COS (jl) 


ds ds '. 


Ce theot ème fondamental a été, pour la première fois, démontré par 
F.-E. Neumann ( 1 j. 

Ce théorème, nous 1 avons vu, renferme la solution de tous les pro¬ 
blèmes que peut poser l'étude expérimentale des courants uniformes. On 
peut donc se demander s il n est pas possible de l'obtenir directement sans 
passer par 1 intermédiaire de la loi d'Ampère. On peut, en effet, en donner 

la démonstration suivante, qui repose sur cinq hypothèses et sur une loi 
expérimentale. 


Première hypothèse. 


Les actions mutuelles de deux courants 


fermés et uniformes dont les intensités sont maintenues constantes 
admettent un potentiel * 

Deuxième hypothèse. — Ce potentiel est de la forme 


n 



W 


12 j 


fa quantité 12 dépendant des intensités Jj, J 2 des courants qui tra¬ 
ve t sent les éléments ds[, dso. des longueurs de ces éléments , et des pu- 


( ) K-E. Neumann, Ueber eut allgemeines Princip der ni ath en) a t ischen 
Théorie uiducirter elekt nscher Stràme, lu à T Académie de Ilerlin, le 9 août 


18 ' 


)/ 





SUR LA LOI D’AMPÈRE. 


323 


ramètres qui fixen t leur situation relative; le signe 2 est supposé 

s étendre à toutes les combinaisons obtenues en prenant un élément 
du premier circuit et un élément du second . 

— La quantité X F 12 ne change pas si Von rem¬ 
place l clément ds^ par Vêlement ds' 2 , symétrique de ds 2 par rapport 

à un plan renfermant V élément dsi et un point de V élément ds%. 

Des raisonnements, analogues à ceux que nous avons exposés au début 
du § 1, nous prouveront que W 1% est de la forme 


Troisième hypothèse. 


\F 


12 


^ 12 J 1 J 2 ds | ds 2 j 


<ï>i2 dépendant seulement de la position mutuelle des deux éléments ds u 
ds 2. 

Des considérations semblables à celles du paragraphe précédent nous 



montreront que la quantité j ds i est infiniment petite du second 

ordre, lorsque J ds : est i n f 

quantité J <i> 12 ds 2 est infiniment petite du second ordre, lorsque Ç ds 2 

est infiniment petit du premier ordre. 

En raisonnant alors comme nous l’avons fait aux pages 102 à io5, nous 


verrons que 


(18) 


W a 


Ji J 2 ds[ c/s 2 [FO) cos 0! cos 0 2 -+- G(r) cosco]. 


Quatrième hvpothèse. — Les deux fonctions F(r) et G(r) sont de la 


forme 


F (r) 


A 


r 


a 


7 


GO) 


B 


*11 


7 


n étant un nombre entier et positif, et A et B, deux constantes 
Ces égalités donnent à l’égalité (18) la forme 


(19) 




12 


J1J 2 ds j ds^ 


j>n 


(A cos61 cos 0 2 -+- B cos 10). 


ox, 


Loi expérimentale : La troisième loi expérimentale invoquée par 
Ampère. — Considérons deux conducteurs fermés Cj, C 2 , traversés par 
des courants uniformes d’intensités J 1? J 2 . Donnons aux divers points 
{&,y, z), ... du conducteur C 2 un système de déplacements virtuels 

Les actions du conducteur Cj sur le conducteur C 2 effectuent un travail 
virtuel 

(20) 


d& 


Ji J2 0 


II 


A cosfii cos 0 2 H- B costo 


n 


ds\ ds 2. 


Considérons ensuite deux conducteurs C',, C' 2 , semblables aux conduc- 
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teurs Ci, C2 et semblablement placés. Soit K le rapport de similitude du 
second système au premier. Donnons au point (#', y\ z ), homologue, sur 
le conducteur C^, du point (x y y, z) du conducteur C2, un déplacement 


virtuel 


'N r 

OX 


K Sit?, 


c\ / 

or 


K Sr, 


oz' 


K 8z. 


Le travail virtuel, effectué par les actions du conducteur C t sur le con 
ducteur C 2 , aura pour valeur 


( 21 ) 


d$’ = 


JjJ 


*// 


A cosOj cosO', 


B cosu)' 


r 


n 


ds\ ds'.. 


11 est facile de voir que l’on a 


COS 01 - 

= COS 61, 

cos0', - 

mJ 

- cosG 2 , 

cos w' - 

= COSCO, 

r' ~ 

= Kr, 

ds\ - 

= K ds 1, 

ds ' 2 - 

- K ds t , 

8 cos 0 j = 

■ 0 cosO] , 

0 COS0 2 = 

= 8 cos0 2 , 

0 COSf)' = 

- 8 cos co 

CS f 

or = 

= K or, 

8 ds\ - 

- K 8 dsi, 

0 d $[ 2 - 

= K 8 ds<> 

«-J 


? 


en sorte que l’égalité (21), comparée à l’égalité (20), donne 

dG' = K (2 -' l) dG. 

Mais, l’action subie par un élément des conducteurs G',, C' 2 étant suppo¬ 
sée égale à l’action subie par l’élément homologue des conducteurs C 4 , 
C„ on doit évidemment avoir 


dG' = K dG. 


On a donc 


n = 1 


et la formule (19) devient 


w 12 = -- 1 h fh 1 . -1 ( a cos6, cos 0 2 -+■ B cosw). 


Le potentiel électrodynamique mutuel de deux courants fermés et uni 
formes a, par conséquent, pour valeur 


n 


JJ 


'ff 


A cos 0 cos 0 ' —t— B cosw 


ds ds '. 


r 


Si Ton observe que l’on a [Introduction, Chap. I, égalité(io)] 


ff 


cosO cosO' 


ds ds 


-//“ 


U) 


ds ds', 


on voit que l’on pourra écrire à volonté 


(22 1 


II 


( A 


B) J.l 


t 



cosO cosO' 


r 


ds ds\ 


ou 


( 22 bts ) 


II 


(A 



b) 


ti > 


ds ds '. 



I 


Cinquième hypothèse 

Si l’on pose alors 
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La constante (A + B) est négative. 


3 i 5 


A 


B 


% 2 


•i 


les égalités (22) et (22 bis ) redonnent les égalités (17) et (17 bis) 


5 . 


Sur la détermination de la fonction de la distance 
qui figure dans la formule d’Ampère. 


La formule des actions électrodynamiques étant mise sous la forme 


( 5 ) F = JJ' ds ds' \ g(r ) sinQ sin0' cos s 


i d 

j- [/’£■(/’)] cos 6 cos 9 ' 


? 


Ampère fait l’hypothèse que la fonction g(r) est de la forme 


gin 


A 


r 


n 


A étant une constante, et n, un nombre entier positif. Cette hypothèse 
semble fort arbitraire. On peut la remplacer par une loi expérimentale 
facile à vérifier, comme l’a montré M. J. Bertrand (*). 

Les égalités, souvent invoquées, 


cos6 


dr 

ds 


cos6' 


dr 
ds 1 ’ 


sin 9 sin0' cos 


d 2 r 
ds ds' ’ 


transforment la formule ( 5 ) en 


( 23 ) 


F 


JJ' ds ds' ] rg(r) 


d 2 r 
ds ds' 


d 


drdr 



Sd? • 


Considérons une fonction tj/(r) définie par l’égalité 


«) 

Nous aurons alors 


dty(r) 

dr 


\_rg(r)} 2 


rg( r ) 

4 ['•#('■)] 


dp 

dr 


\ 2 


dty d 2 ty 

2 dr dr 2 ’ 


et l’égalité (23) deviendra 


F 


JJ' ds ds 


,dty ( dty d 2 r d 2 ty dr dr 
dr \ dr ds ds' " + " dr 2 ds ds' 


(’) J. Bertrand, Démonstration des théorèmes relatifs aux actions electro- 
dynamiques ( Journal de Physique, i re série, t. III, p. 335 ; 1874). 
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( 25 ) 


F 


JJ' ds ds 


,dty d 2 <\i 


dr ds ds' 


Le travail, effectué par les actions mutuelles de deux courants fermés et 
uniformes dans un déplacement quelconque de ces courants, aura pour 
valeur 


d<s> 


JJ 


'// 


dty d 2 ty 


dr ds ds 


7 or ds d$ ! . 


En raisonnant sur cette intégrale double exactement comme à la page 191, 
nous avons raisonné sur l’intégrale 


l f* dr 2 d 2 r 2 

JJ -dFàïàï' Srdsds ’’ 


qui en est une forme particulière obtenue en posant 
riverons à ce résultat: 


r 2 , nous ar 


Le travail élémentaire entre deux courants fermés et uniformes a 


pour valeur 


dG 


i ir tr/ 


dr 


cos0 cos 0' ds ds f 


ou bien, en vertu de l'égalité (24) 


? 


d(B 


^ JJ' 8 Tf rg(r) cosô cos 0 ' ds d$ r . 


_ / 

En d’autres termes, deux courants fermés, uniformes et constants 
exercent l’un sur l’autre des actions qui admettent pour potentiel la 


9 * f 


quantité 

(26) 


n 


-JJ J S cos ^ cos ^ d s ds'- 


Nous sommes ainsi amenés à la question générale suivante : 

Sachant que les actions mutuelles de deux courants fermés, uni 
formes et constants, admettent un potentiel de la forme 


(27) 


n 


J r// [F ( r) cosO cosO' 



G(r) cosw ] ds ds\ 


déterminer la forme des fonctions F(r) et G(r). 

La loi expérimentale que M. J. Bertrand propose de prendre comme 
principe propre à résoudre cette question est la suivante : 

L’action d’un solénoïde fermé sur un élément de courant quel¬ 
conque est égale à o. 










tf'V v 


•fc 1 
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Celte proposition peut, comme on on le voit aisément, être remplacée 
par la suivante : 

Le potentiel électrodynamique mutuel d’un solénoïde fermé et d’un 
courant fermé, infiniment petit, n’entourant pas l’axe du solénoïde, 
est égal à o. 

Adoptons cette proposition et voyons quelles conditions elle impose 
fonctions F(r) et G(r). 

Considérons deux fonctions, cp(r) et définies par les égalités 


( 28 ) 


1 


-?o) 


dr 


: » 


o 


( 29 ) 


G ( r ) — - ?(>’) = 


L’égalité (27) pourra s’écrire 


n 


jj' Çj | <^( / ’) c ° sw 


?(r) 


COSO) 


do r) cp( 
dr j 



cosO cosO'ms ds' 


Mais on a 


COSO) 


cos0 cos 9 '— sin0 sin0' cose 


à- r 
ds ds' 


cosQ 


d_r 

ds 


cosO' 


dr 

ds’ 
















en sorte que l’égalité précédente peut s’écrire 


n 


jj 


'//K 


) COSO) 


o(r) 


d 2 r 


d cp ( r ) dr dr 


ds ds' 


dr 


ds ds' 


ds ds' 


Si nous posons 


d 4 >(r) 
dr 


?(**), 


cette égalité deviendra 


n 


JJ 


’//k 


) COSO) 


<1 >(r) 
à s à s' 


ds ds' 


? 


ou simplement 


( 3 o) 


n 


13 'f f •H'-) cosmdsds ’- 


Sup])OSons que 5 et s’ soient deux courants fermés infiniment petits; 
que £2, ü' soient les aires de deux surfaces menées par ces courants; que 
N. N' soient les normales aux faces positives de ces aires. 
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Nous aurons [Introduction, Chap. II, égalité ( 5 )] 


(30 




cos to ds ds r 


i d'h 
r dr 


i 


d'h 


r dr 


d*if 

dr 1 

d~ ^ 

~dr^ 


cos (N, N' )iiiï 


/ 


cos(N, r) cos(N', /^QQ'. 


Supposons que l’aire Ü soit celle d’un courant infiniment petit apparte¬ 
nant à un solénoïde: soit D la distance de deux anneaux du solénoïde; soit 

i 

la puissance du solénoïde; soit l la directrice du solénoïde. Le 


<ï> 


QJ 

1) 


potentiel électrodynamique de ce solénoïde sur le petit courant fermé s 
aura pour valeur, d’après les égalités ( 3 o) et ( 3 i), 


n 




(3-i) < 





i d'if 
r dr 


d? 

i 

dr 2 


cos( l, N') 


/ 


t dif 
r dr 


d-if 
dr 2 


cos( /, r) cos( N 



dl 


On a, d’ailleurs 


? 


cos(f, r) 


dr 

dl’ 


cos(N', rï 


dr 

dN' 


cos(/, N') 


dr dr 


àl dN' 


d 2 r 

r — 


àlà N' 


L’égalité précédente devient donc 


( 33 ) 


n 


d>J 


' a S 


d / à 2 r 

dr \ r Tr) à là N 7 



*1 dif dr dr 

r dr dl dN 



dl 


En vertu de la loi expérimentale admise, il est nécessaire et suffisant que 
la courbe l soit fermée pour que cette quantité soit égale à o; en d’autres 

termes, la quantité sous le signe j doit être de la forme 


à l dr . 

df W V’ dN'^ ’ 


W étant une fonction uniforme et continue de r et de 


dr 

dN' 


Cette condition équivaut à celle-ci 


d 

d/ 


d l .. «ty 


•• [ê ( 


dr 



à 

dr 

dN 7 


2 dty dr 
r dr dN*' 


\ 


l'osons 


( 34 i 


0 


d<l 

W 

dr ’ 



t 



et cette e 
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î deviendra la nouvelle égalité 


329 


r* 2 


d*e 

dr 1 


2 0 


r 1 


En ajoutant aux deux 

4 M. 

dernière éeralité 


d@ 


membres la quantité %r ~r~ •> on peut écrire cette 


d 

di 




d 0 

dr 


d , 

2 — ( r@). 
dr 


Sous cette forme, elle s’intégre une première fois, et donne l’égalité 


d& 

dr 


2 r@ -+- C 


G étant une constante. 


Cette égalité, à son tour, peut s’écrire 


t dQ 
r' L dr 


0 


G 


ou 


d 

dr 


0 




G 


On déduit de là 


0 - 


G 

4 r 


C'r-, 


G' étant une nouvelle constante. 


Si, dans l’égalité ( 34 ), on reporte cette valeur de 0, on trouve 


dty 

dr 


G 

4 r* 


G'r 


Cette égalité nous montre que ^ doit être de la forme 


(il) 


* 


A 


Br 2 + C, 


A, B, G étant trois constantes. 

Ainsi, si le potentiel électrodynamique de deux courants fermés doit 
être de la forme (27), la loi expérimentale que nous venons d’invoquer 
exigera, en vertu des égalités (28), (29) et ( 35 ), que l’on ait 


( 36 ) 


G{r) 


A 


B r 2 


G 




( 37 ) 


F(r) 


r. ?( r ) 


dv(r) 

dr 


étant une fonction arbitraire de r. 

En d’autres termes, la forme la plus générale du potentiel électrodyna¬ 
mique de deux courants fermés et uniformes, qui soit compatible avec la 


1 
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loi expérimentale que nous avons invoquée, est la suivante : 

Iï = JJ' | J*J *cos lù ds ds f 

-H f f[^p (cosw — COS0 cosO') -+■ COS0 cosO'l rfscfc'j. 

Revenons à la question qui a servi de point de départ à ces considéra- 
tions. 

Nous supposons que Ton ait démontré que la forme du potentiel élec¬ 
trodynamique mutuel de deux courants fermés et uniformes est 






r ff(r) cos6 cos0' ds ds f . 


Quelle forme laut-il attribuer à la fonction g(r) pour que Faction d’un 

solénoide fermé quelconque sur un élément de courant quelconque soit 
égale à o? 

La formule (26) se déduit de la formule (27) en faisant 




Dès lors, les égalités ( 36 ) et (87) deviennent 

?( r ) = — (A H- Cr - 4 - B;* 3 ), 

1 / x A _ 

- r g(r)= -a Br 2 . 

a r 


Si donc à la cinquième hypothèse et à la troisième loi expérimentale invo¬ 
quées par Ampère, on substitue cette loi expérimentale qu un solénoide 
fermé est sans action sur un élément de courant quelconque, on arrive à 
cette conclusion; la fonction g(r) est de la forme 



Si Ton invoque alors FhypothÈse suivante : 

L action mutuelle de deux éléments de courants quelconques tend 
vers o lorsque leur distance croit au delà de toute limite> 

on sera contraint de prendre pour g(r) la forme 



et Ton retrouvera la loi d’Ampère. 

La formule ( 38 ) nous permet de faire subir à la démonstration des lois 
de FElectrodynamique exposée au paragraphe précédent une modification 
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analogue à celle que M. J. Bertrand a fait subir à la démonstration d’Am- 
père. 

N’invoquons plus, comme au paragraphe précédent, l’hypothèse que les 

A B 

deux, fonctions F(r) et G(r) sont de la forme —, —_ ; n’invoquons pas 


n 


y II 


5 


non plus, la loi expérimentale des actions qui s’exercent entre conducteurs 
semblables. Au lieu de cette loi, invoquons celle-ci : L’action d’an solé- 
noïde fermé sur un élément de courant quelconque est égale à o. 

Il en résultera, pour le potentiel électrodynamique de deux courants 
fermés et uniformes quelconques, la forme ( 38 ). 


Or on a 


cp(r) 


(cosü) 


cos6 cos0 ') 



d^{r) 

dr 


cosô COS0' 


?(0 


d 2 / 


ds às r 



do(r) dr dr 


dr 


ds Os 



J [ . . dr 


en sorte que la quantité 


//[ 


<?(>’) , 


(^COStO 


cos0 cos0') 


d cp ( /’ ) 
dr 


cosO cos 0’ ds ds' 


est égale à o, quelle que soit la fonction y(r). 

Le choix de la fonction c ?(r) qui figure dans l’égalité ( 38 ) étant in 

différent, on peut prendre 


?(r) 

et l’égalité ( 38 ) donne alors 


(A 



Br 3 +G), 


( 39 ) 


n 


jj 


’/f 


A 


2Br 2 I cosO cos0’ ds ds 


Cette formule, comparée à la formule (26), nous démontre que les 


fermés et unif 
uniformes q u 


saient avec une fort 
sentée par l’égalité 


( 5 ) F 


JJ' ds ds’ j g(r) sinO sinB'coss + ~ ~ [r g(r)] cos 0 cos 0 ' j, 


où la fonction g(i') est de la forme 




2 A 


4 B r 


Si, comme M. J. Bertrand, on fait l’hypothèse que cette force doit 
tendre verso lorsque les deux éléments s’éloignent au delà de toute limite, 
cette force devient identique à la force élémentaire admise par Ampère. 
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’> ‘J.. 

J JA 


On voit donc que Ton peut laisser de côté l’hypothèse que les actions 
de deux courants fermés et uniformes se décomposent en actions élémen¬ 
taires soumises à la règle de l’égalité de l’action et de la réaction; ne point 


invoquer non plus la loi, 



cile à vérifier, qu’un courant fermé et uni¬ 


forme exerce sur tout élément de courant une action normale à cet élé¬ 
ment, et remplacer ces hypothèses d’Ampère par l’hypothèse bien moins 
contestable que les actions mutuelles de deux courants fermés, uniformes 
et constants admettent un potentiel. Pour déterminer la forme de ce po¬ 
tentiel, on pourra suivre les méthodes indiquées soit par Ampère, soit par 
M. J. Bertrand, pour déterminer la forme de l’action élémentaire. 



LIVRE XV. 


ACTIONS ÉLECTROMAGNÉTIQUES. EXERCÉES 

PAR LES COURANTS UNIFORMES. 


CHAPITRE PREMIER. 


LOI ÉLÉMENTAIRE DE L’INDUCTION ÉLECTROMAGNÉTIQUE 


Entre les aimants et les courants s’exercent certaines forces qui 
ont été découvertes par OErstedt, et étudiées par Biot et Savart, 
Laplace, Ampère et Savary. Le fer doux, placé en présence de 
courants, s’aimante. Lorsqu’on déplace un aimant, ou bien lors¬ 
qu’on modifie son aimantation en presence d un conducteur, ce 
conducteur est traversé par un courant d’induction. Les trois 
classes de phénomènes réunis sous ces titres : Forces électroma¬ 
gnétiques, Aimantation par les courants, Induction électro¬ 
magnétique, constituent la partie de la Physique qui a reçu le 


Ëlectromag 


Nous allons étudier cette partie de la Physique en suivant une 
voie semblable à celle que nous avons suivie dans 1 étude de 1 Llei - 
trodynamique. A cet effet, nous commencerons par etabln les 

lois de Y induction électromagnétique. 

Enonçons d’abord les hypothèses fondamentales sui lesquelles 

nous ferons reposer cette étude. 

En premier lieu, un système forme d un aimant et d un courant 

sera supposé défini, au point de vue de 1 Électromagnetisme, lors¬ 
qu’on connaîtra : 

i° La forme du volume occupé par 1 aimant; 
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2 ° La grandeur et la direction de l’aimantation en chaque point 
de cet espace ; 

3° La forme du conducteur parcouru par le courant; 

# 

4" L’intensité du courant en chaque point de la courbe 



’il 



? 



5° La situation relative du conducteur et de l’aimant. 

La nature, les propriétés, la position de chacun des éléments 
matériels qui forment soit le conducteur, soit l’aimant, n’inter¬ 
viennent point dans cette définition. Une modification qui altère 
ces dernières variables sans altérer les premières est, au point de 
vue de l’Électromagnétisme, équivalente à l’absence de toute mo¬ 
dification. 

En second lieu, imaginons un système renfermant des 
et des conducteurs linéaires. Soit AB = ds un élément de l’un de 
ces conducteurs. Soit e ds la force électromotrice 
et thermo-électrique qui agit dans cet élément; soit V le niveau 
potentiel au point A; soit V' le niveau potentiel au point B; soit 
£ ds la force éleclromotrice d’induction électrodynamique qui agit 
dans l’élément ds\ soit B ds la résistance de l’élément ds\ soit J 
l’intensité du courant en A à l’instant t. 

S’il n’existait pas d’induction électromagnétique, on aurait 



RJ ds 


e (Y 


V')+-0 


0 


e ds 


£ ds. 


En réalité, si le système renferme des aimants dont on fait va¬ 
rier l’aimantation ou la situation par rapport à l’élément AB, cette 
égalité n’est plus exacte et doit être remplacée par la suivante 


KJ ds 


(V 


V' ) -+- 0 


0 


/ 


e ds 



£ 


ds h- (£ ds. 


La quantité ds est ce qu’on nomme la force é 

omagnétique dans l’élément ds 



d* induction 



o motrice 


Il s’agit de 



l’expression de cette force électromolrice 
Supposons les divers aimants qui composent le s 

hnents dont les volumes sont respectivement dv , dv 1 , 







ff 


i * 


Nous dirons que Xétat relatif de l’élément magnétique dv et 
de l’élément de courant ds est déterminé quand on connaît les 
paramètres suivants : 


i 




La longueur ds de l’élément de courant: 
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la 


2 ° Le volume dv de l’élément magnétique; 

3° Les paramètres a, [3, ... qui déterminent la forme de 
surface qui limite l’élément dv et l’orientation de cette surface 
par rapport à l’élément ds; 

4° L’intensité J du courant qui traverse l’élément ds; 

5° L’intensité d’aimantation Oit en un point de l’élément dv ; 

6° La distance r d’un point A de l’élément ds à un point A' de 
l’élément dv ; 

7° L’angle ( r , ds) que la demi-droite ds fait avec la demi- 
droite AA' ; 

8° L’angle (/', dl) que la direction de l’aimantation de l’élé¬ 
ment dv fait avec la même demi-droite AA'; 


9 ° L’angle e, relatif au demi-plan formé par les directions /•, ds 
et au demi-plan formé par les directions /’, c//, cet angle étant dé¬ 
fini comme au Chapitre I de l’Introduction. 

Nous rappellerons que les paramètres r, (r, ds ), (r, dl ), e dé¬ 
finissent, sans aucune ambiguïté, la situation relative des deux 
éléments ds , dl. 

Cela posé, soit clt un élément de temps; nous admettrons que 
l’on a 

(£ ds dt = ov h- ov' -r- Ov" - 4 -..., 


la quantité ov (A) dépendant uniquement des paramètres qui 
fixent, à Vinstant t , l’état relatif de Vélément de courant ds 
et de l’élément dv^ k \ et des variations que ces paramètres su¬ 
bissent pendant le temps dt. 

Nous donnerons à la quantité 



= e(ds, dv {k) ) 


le nom de force électromotrice élémentaire 
tromagnétique engendrée par Vélément mag 
l’élément de courant ds. 

L’hypothèse fondamentale que nous venons 
servir à déterminer la forme de la quantité 


d’induction 
nétique dv^ 

de faire va 



nous 


e(ds, dvd c ), 



ce qui revient au même, 


de la quantité ov^ 


* 
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i u II résulte, en premier lieu, de l’hypothèse faite, que l’on u 

ov = f[cls, dv, x, p, . .., J, Oïl, r, (r, ds), (r, dl), e, 

o ds, o dv, ox, 8p, ..., oJ, 8011 , or, 

o (r, ds), o (r, dl), oe]. 

Nous allons prouver que cette quantité est une fonction linéaire 
et homogène de 

ods, o dv, ox, o(3," oJ, 8011, or, 

o(r,ds), o (r, dl), oe. 


Envisageons un premier élément de temps dt t . Pendant cet élé¬ 
ment de temps, 

ds, dv, x, {i, J, OU, r , 

(r,ds), ( r, dl), e 

varient de 


Si ds, o, dv. Ota, o, p, ..., o, J, 8 t 011, o,/•, 

°i(r, ds), o t (r,dl), Oje, 

et l’on a, pour cet élément de temps, 

ôv i -fVds, dv, a, p, ..., J, OU, r, 

(r, ds),. (r, dl), e, 

o, ds, ot dv, 8ja, ot p. ..o, J, o £ Oit, o 2 r, 

o, (/-, ds ), Oj (/*, dl), 8t e]. 


Dans ce même temps dt K , l’induction de l’élément dv dans l’élé 
ment ds met en mouvement une quantité d’électricité 



lit étant la résistance de 1 élément ds au début du temps dt\. 

A la suite du temps dt ,, prenons un nouvel élément de temps t// 2 . 
Pendant cet élément de temps, 

ds, dv, x, p, J, 011, r, 

(r, ds), (r, dl), e 

subissent de nouvelles variations 

^2 ds, o-i dv, o 2 x, o 2 p, ..., o 2 J, S 2 011-, o 2 r, 

o 2 (r, ds), o 2 (r,dl . o 2 e, 
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el Ton a, pour ce nouvel élément de temps, 


ov 2 




§1 ds, dv -h 0 ! dv, a 



Si a, 8 


Oj 8,..., J -f- 0l J, OÏL 


o i OÏL, 


t~ o [ e 


r + ô, r, (r, ds) -h S t (r, ds), ( r, dl) -h ^(r, dl), e 
o 2 ds, o 2 dv, o 2 a, o 2 p, ..., o 2 J, o 2 011, S 2 r, o 2 (>, ds), o 2 (/’, dl), o 2 e] 





cette 


® v 2 — f\_ds, dv, et, fi, ..., J, OÏL, r, 

(r, ds), (r, dl), e, 

o 2 ds, o 2 dv, S 2 a, S 2 13, .. ., o 2 J, o 2 OÏL, o 2 r, 

o 2 (/•, ds), o 2 (r, dl), o 2 el. 


Dans ce même temps dt 2 , l’induction de l’élément dv dans l’élé¬ 
ment ds met en mouvement une quantité d’électricité 



Ro étant la résistance de l’élément ds au début du temps dt>. 
Comme R 2 diffère infiniment peu de R,, on peut écrire 



Considérons maintenant 1 élément de temps dt 3 , formé par l’en¬ 
semble des deux, éléments dt K et dt>, 

* 

dt g — dL | —| dt'2* 

Pendant ce temps dt 3 , les paramètres 

4 

ds, dv, a, p, J, OÏL, r, 

(r, ds), ( r, dl), e 


subissent des variations 


(S] ds 



S 2 ds), (Sj dv -h o 2 dv), (o^ + Ojja), (o^ 



o 2 8 ) 


7 


* * * J 


(S,J 


S 2 J), (SjOÏL -+■ 3 2 OÏL), (S 1 r+S 2 r), [o a (r, ds)-h n 2 (r, ds)\, 

[^(r, dl) -h S 2 (r, dl)\, (o,e-+-S 2 e). 


D. 


III. 


22 
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Pour ce même temps dt 3 , on a 
ov 3 — / j ( ds, dv, a, S, .. ., J, 311 , r, 



La quantité d’électricité que l’induction de l’élément dv met en 
mouvement dans l’élément ds, pendant ce temps dt A , a pour va¬ 
leur 

8 3 Q = é~ Sv s- 

* L\ 1 

f 

IVIais l’élément dv met en mouvement, par induction, dans l’élé¬ 
ment ds pendant le temps dt%, une quantité d déclin ite qui < si la 
somme de la quantité d’électricité mise en mouvement pendant le 
temps dt ,, et de la quantité d’électricité mise en mouvement pen¬ 
dant le temps dt». On a donc 

o 3 Q — ôi Q Ô2 Q 

ou bien 

OV3 — OV j OV 2 - 

Si l’on se reporte aux expressions de ov,, ov 2 , ov 3 , on trouve 
ainsi l’égalité suivante : 


f ! ds, dv, a, 3, . . . , J, 311 , r, ( ds ), ( r, dt ), c, 


( O ! (ls 


( -2 O 

( 0 1 P 


- o-î ds ), ( 01 clv + ûg dv ), ( Oj a -H et ), 

8,B), ..., (8, J + 8 2 J), (8 t 311 -4- 8 2 3 TL), 


I 


(8! r -- 3 S /• ), ! 0 ! (r, ds) -4- o 2 (r, ds)], | 8, (r, dl) 4 - 3, (r, dt)], (0 , e -h o 2 e) ( 

/[ds, dv, a, P,-J, 311, r,(r, ds), (r, dl), e , 

8[ ds, 8, dv, Si a, 3( 3, .-.,8 l J,S 1 311-, 8 t r, 

o, (r, ds ), 0 i(r, dl), o,e] 

/"[ ds, dv, cl, p, . .., J, 3Ï1, r, ( r, ds), ( r, dl), c, 
o 2 ds, o., dv, ct-ict., c 2 [3, .. -, 3 2 J, 8 2 3T1-, 0 2 r, 


o 2 f r, ds ), 0 2 (r, dl), o 2 e] 

Cette égalité démontre la proposition énoncée, et, par couse 


quent, permet d écrire 


OV — 1 0 ds -+- V 0 dv 


A 8 a 


B 33 


• * 



H 8 J 


0 o( r, ds ) -+ 0 ' 8 ( /*, 



1 -12 8 e, 


M 8311 -4- I’ or 
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S, 1, A, B, . . H, M, P, 0, 0 7 , Q étant des (onctions uniformes 
des paramètres 

ds, dv , a, p, J, OÏL, r, cos (r, ds), cos (>', dl), e. 

Nous allons prouver maintenant que les quantités 

2 , r, H, M, P, 0 , 0 ', il 

sont indépendantes de a, ( 3 , . . . que les quantités 

2, H, M, P. 0, il 

sont proportionnelles à dv; enfin, que la quantité 

r 

ne dépend pas de dv. 

Po ur cela, nous allons envisager une modification de l’élément 
dv , dans laquelle la surface qui limite cel élément demeure sem¬ 
blable à elle-même et conserve une orientation invariable par rap¬ 
port aux droites r et ds, Dans cette modification, les paramètres 
a, (3, ... demeureront invariables, et l’on aura 

8v = 2 3 ds -+- r 8 dv h- H SJ -h M 801L P 3/’ 

+ 0o(r, ds) -+- 0’ o ( dl > ■+■ il Se. 


Divisons l’élément dv en n autres éléments, tous égaux entre 
eux et égaux à un même élément, dont le volume, la forme et l’o¬ 
rientation par rapport aux lignes r et ds aient été choisis une fois 
pour toutes. Soit du le volume commun de tous ces éléments. 
Supposons que, dans la modification, ils se dilatent en gardant 
leur forme, leur disposition et restant tous égaux entre eux. Soit 


ù du l’augmentation de volume de chacun d’eux. 


Pour l’un d’entre eux, du , la quantité analogue à ov a pour va¬ 


leur 


SX 


a S ds 


u 8 du 


u SJ 


u 3 OÏL 


o 8r 


l 



0 S( r, ds ) -i- S ( dl) 


o) ce. 


La quantité ov doit évidemment être la somme des quantités 
analogues à oX relative aux divers éléments du en lesquels l’élé¬ 
ment dv a été divisé. Or, pour tous ces éléments du, les paramètres 
ont sensiblement la même valeur initiale et subissent sensiblement 
la même variation. La somme des quantités o\ se réduit donc à 
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n fois l une d’entre elles, et l’on a 


ov 


n<j o ds 


72 0 


o dit 


n 7 ) ôJ 


n [j. 


3 Dit 


n p or 



7 i 0 S(r, ds) -h 7 i 0 ' o(/’, rf/) -H 7 ito oe. 


Si l’on remarque que 


8 


7 i 8 du , 


cette égalité deviendra 


OV 


71 C 6 ds —J— O 8 dv H— 71 7) 8 J -H 72 [J. 8 DI O 



Tip 3r 


7 i 0 8 ( 7 % ds) -h 7 i 0 '3(r, dl) 


71 OJ 


8e. 


En identifiant les deux expressions de ov ? on trouve 

S = 71 <7, 

H = 71 Y), 

M 72 [JL, 

P — 71 p, 

0 = 72 O, 

0 ' = n 0 ', 

il = 72 0), 

Y = U. 


L’élément du ayant une grandeur, une forme, une orientation 
qui n’ont plus rien d’arbitraire, et qui ne dépendent pas de la 
grandeur, de la forme, de l’orientation de l’élément dv, on voit que 

O * * 

les quantités 

<r> r n Pi w, u 

sont indépendantes des paramètres 

ci, p, • . •, dv, 

relatifs à l’élément dv. D’ailleurs le nombre n est proportionnel 
au volume de l’élément dv. Ainsi se trouve démontrée la proposi¬ 
tion que nous avions énoncée : les huit fonctions 

Z, H, M, P, e, 6', Q, Y 

sont indépendantes de a, [3, . ... Les sept premières sont propor¬ 
tionnelles à dv\ la dernière est indépendante de dv. 

Nous pourrons dès lors écrire 

ov — f dv o ds -t- g o dv -+- h dv oJ -f- k dv , ît}R. -t- l dv o/* 

ni dv o ( r, ds > n dv o ( r, dl ) -i- p dv oe 

A oa B -H.. •, 



CHAP. I. — L INDUCTION ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 34 1 

les quantilés 

fi e?) h, k, l, ni, n, p 

étant des fonctions de 

cls, J, OÏL, /*, (r, ds), ( r,dl ), e. 

3° Nous allons maintenant démontrer que l’on a identiquement 

A = o, B = o, .... 

Imaginons qu’un élément magnétique dv demeure invariable 
d’aimantation, de volume et de position en présence d’un élément 
de courant invariable, tandis que les paramètres qui définissent la 
forme subissent des variations infiniment petites oa, Sj3, .... On a 
alors, pour cet élément dv, 

ôv = A ox -4- R o3 -4-. . .. 

Il nous faut démontrer que cette quantité est infiniment petite 
par rapport aux produits 

dv Sa, clv o(J, .... 

Pour cela, nous remarquons que l’on peut produire le changement 
de forme de l’élément dv de la manière suivante : 

rès avoir divisé cet élément dv en un nombre infini n d’élé¬ 
ments du, sans rien changer à la grandeur, à la forme, à l’aiman¬ 
tation d’aucun d’entre eux, on change d’une manière convenable 
la position de N d’entre eux. Ce nombre N est infiniment grand 
en lui-même, mais infiniment petit par rapport à n. 

La quantité ov, relative à l’élément primitif dv, sera la somme 
des n quantités analogues oui relatives aux n éléments du en les¬ 
quels il a été divisé. Comme, d’ailleurs, pour les (n — N) éléments 
du demeurés invariables, la quantité ow est identiquement nulle, 
Sv est la somme des N quantités Suj relatives aux éléments déplacés. 

Pour chacun de ces éléments, on a 

ohj - - l du or -h m du o( r, ds) -h n du ô ( r, dl ) -H p du oe. 

Si l’on remarque que les variations qui figurent au second 
membre sont, en général, de l’ordre de oa, o|3, ..., on voit sans 
peine que oui est de l’ordre de 

du oa, 




( 


3 W 
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et la somme des quantités ovs de l’ordre de 

N du 8a, 

quantité infiniment petite par rapport à 


n du oa 


dv 8a, 


Ce que nous nous proposions de démontrer. 

On peut donc réduire l’expression générale de ôv à 


ou = f dv 8 ds 


g 6 dv 


h dv 8J 


k dv 8D1L 


Idv or 


-+- m dv 8 (r, ds) n dv 6 ( r, dl ) -hp dv oe. 

4° Une nouvelle propriété de cette quantité ov est la suivante : 
La quantité Sv ne dépend pas séparément des quantités 3TL, dv, 
oDïl-, oc/e, mais seulement des quantités 


xn 

8xn 


Ole dv, 
Die 3 dv 


dv 8Dlu 


La démonstration de cette propriété repose sur une nouvelle hy¬ 
pothèse que nous allons énoncer. 

Imaginons un aimant qui, au lieu d’être homogène, soit con¬ 
tinuellement hétérogène. Chaque particule dv de cet aimant est 
formée de n particules magnétiques, d’intensité d’aimantation DIL, 
de volume du, dont l’ensemble représente un volume Xdv, et de 
particules non magnétiques dont l'ensemble représente un volume 

(j — )>) dv. 

Nous admettrons qu’un semblable élément équivaut à un élé¬ 
ment homogène de volume dv et d’intensité d'aimantation XOIl. 

m 

Il est d’ailleurs certain que la quantité ov relative à cet élé¬ 
ment complexe est la somme des quantités analogues ov rela¬ 
tives aux particules dont il se compose. Or, la quantité ov étant 
nulle, par hypothèse, pour tout élément non magnétique, on voit 
([ue la quantité ov relative à l’élément complexe doit être égale à 
la somme des n quantités ov relatives aux n éléments magnétiques 
du. Ces n quantités ov (libérant infiniment peu les unes des au¬ 
tres, leur somme est égale à n fois l’une d’entre elles ; ou bien 
encore à la quantité ov relative à un élément d’intensité d’aiman¬ 
tation DU et de volume n du — Xdv. 

On doit donc obtenir la même valeur pour ov, soit que l’on 
considère un élémenL de volume dv et d intensité d'aimantation 
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X, 0 ÏL, soit que l’on considère un élément de volume \dv et d’in- 


Cela 


* * 


et permet d’écrire 


ov 


F 0)1- dv o ds -+- G ô ( OlL dv ) -+- Il 0IL dv 3J 
K OÏL' dv or 4 - 


4- M01L dv S(r, ds) 

4- N OÏL dv ô ( r, dl ) -+- P OÏL dv 8e, 

8 v devant être fonction linéaire et homogène de dv et de o dv, les 
quantités F, G, H, L, M, N, P ne peuvent pas dépendre de dv ; 
et, comme elles ne peuvent dépendre de OÏL qu’en dépendant de 
OlLdV, on voit qu’elles sont indépendantes de OÏL. Ce sont des 

fonctions de J, ds, r, (r, ds), (r, dl), e. 

, 5 ° Nous allons voir que la quantité ov ne dépend ni de J, ni de oJ. 


Imaginons un 
traversé par un 


i ? 


premier élément A. { Bj — ds, de résistance H 
courant dont l’intensité J varie de ÔJ. Pour ce 


premier élément, nous avons 


OV 


K (J ) OÏL dv o ds -r- G ( J ) o ( OÏL dv ) —H H ( J ) OÏL’ dv o J 

-h M ( J ) OÏL dvo(r, ds) 


-t- L( J )01L dv or -t- 
+ N(J )01L dv o (r, dl) H- P (J )0IL dv oe 

=• ov(J, oJ). 

A ce premier élément, accolons-en un second A 2 B 2 , de même 
longueur ds, de même résistance, traversé par un courant dont 
l’intensité varie de p. oJ. Soit, pour ce second élément, 


£ 

OV 


F(X J)01L dv ods -h G(X J ) S(01L dv) -+■ H(X J)01L dvp oJ 

4 - M (X J )OÏL dv 0 ( r, ds) 


- 4 - L(X J)OÏL dv or 4- 
4-N(XJ)01L dv o(r, dl)+- P(XJ)01L dv oe 

ov(X J, p. oJ ). 

L’ensemble des deux éléments AiBi, A 2 B 2 peut êtie regaidé 
comme formant un seul élément A 3 B 3 , de longueui ds, de lésis- 

tance R 3 = -R,, traversé par un courant d’intensité (i-i-X,)J, 
cette intensité variant de (1 H- p.)oJ. Pour ce nouvel élément, on a 


8v 3 


F f( 1 




L[(i 

N[(i 

8v [(. 


X)J]01L dv 0 ds 



G [( 1 


X)J1 8(0L dv) 


H [(1 - 1 - X ) J] OÏL dv(i 



p)3J 



X) J101L dv 8r 



M[(i 



X)J]01L dv o(r, ds) 


X ) J ] OÏL dv 3(r, dl) 



P[(i 


X ) J ] 0IL dv oe 



X)J, (1 



p) 8JJ. 
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L’induction de l’élément dv me l en mouvement, dans 
A, B,, une quantité d’électricité 



T 


Ki 


ov t ; 


dans l’élément A 2 B 2 , une quantité d’électricité 


r 


Ri 


ov. 2 ; 


dans l’élément A 3 B 3 , une quantité d’électricité 


K:t 


OV 3 . 


Or, cette dernière est évidemment la somme des deux pre¬ 
mières. On a donc, en toutes circonstances, 


OV ( J, 0 J ) -I- OV ( X J , U, oJ ) 


2 OV [( I 


X ) J, ( 1 - 4 - u) 8J j. 


Faisons en particulier A 


O, [JL 


o. Nous trouvons 


<le 


<1 


8v( J, 8J ) = ôv(o, O). 

Le second membre étant indépendant de J et de SJ, il en est 
même du premier, ainsi que nous l’avions annoncé. On a 


<N 

OV 


F Ole dv O ds — G 0 ( OU dv ) -+- L Ole dv h 


4 - M OlL dv 0 ( r, ds ) 



011 dv 0 (r d!)-h POU dv oe. 



s quantités F, 



7 


4 



, N, P étant des fonctions 



(/•, ds), (r, d/), e. 


6 ° Prouvons enlin que ov est une fonction linéaire et homogène 




f/s et de 0 


m agi no ns d 



menls consécutifs AB, BC ; ces deux 
iiients sont supposés identiques entre eux ; chacun d’eux a 

1 




ur 




ongueur or,y, et cette longueur varie 

ur le premier, la quantité ov a une valeur 



ov 


1 



ds ) OlL dv 0 ds 



s ) 0 "" 




L 





0 / 


Al ( 


Hb P( 



L dv 0 /*, ds ) -h N ( ds ) p°)1L dv 0 ( r y dl ) 






ur le secon 


d, la q 





f 

% 



a une v 



ov. 






■ m ^ 


nimen 



eu 



ov.. 


1 
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L’induction provenant de l’élément dv transporte, de A en B, 


uni quantité d’électricité 



R étant la résistance commune des deux éléments AB, BC. Elle 
transporte de B en G une quantité d’électricité 



sensiblement égale à la précédente. On peut donc dire qu elle 
transporte de A en G une quantité d’électricité 



Mais, d’autre part, l’élément AC est un élément de longueur 
2 ds dont la longueur varie de 2 S ds. Pour cet élément, on a 

0V3 = 2 F (2 ds )Ole dv 0 ds - 1- G(2 ds) 0 011 dv - 1- L( 2 ds )011 dv or 

-h M(2 f/s )011 dv S(r, ds) -h N(2 ds)DK,dv 8(r, dl) 

-h P(2 <:/s)OI 1 dv oe. 


La résistance de ce nouvel élément est 2R. La quantité d’élec¬ 
tricité transportée de A en G a donc pour valeur 



La comparaison des deux expressions de oQ ( donne 

OV 3 = 2 OV] . 

En identifiant les deux membres, on trouve 

F ( 2 ds ) = F (ds), 

G(2 ds) = 2 G (ds), 

L(2 ds) = 2 L (ds), 

M(2 ds) = 2M(t/s), 

N(2 ds ) = 2 N( ds), 

P(2 ds) = 2 P(ds). 

La fonction F est donc indépendante de ds. Les fonctions G, 
L, M, N, P sont proportionnelles à ds. La proposition énoncée 
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est ainsi démontrée, et l’on peut écrire 


ov — 2 [7-, (7’, ds), (r, dl), e) 3 TL dv 0 ds 

-t-M[r, (r, ds), (r, dl), e] ds 0( OÏL' dv ) 

- 4 - P[r, (r, ds), (r, dl), e ] 3 TL dv ds or 

-+- 0 [r, (r, ds), (r, dl), e] D 1 L dv ds o(r, ds) 

+ 0 '[r, (r, ds), (r, dl), (?]D 1 Xj dv ds 8 (r, dl) 

-+- 12 [ r, (r, ds), ( r, dl), e] OÏL dv ds 8 e ; 

ov dépend ainsi de six fondions inconnues de r, (r, ds), (r, dl), e. 
Nous allons réduire à l’unité le nombre de ces fonctions incon¬ 
nues. 


7 0 Commençons par réduire à une seule les cinq fonctions M, 

P, 0, 0', Q. 

Imaginons qu’une courbe fermée (Jig- 58 ) soit prise pour di¬ 
rectrice d’une surface canal de section très petite 10. Remplissons 

Fig. 58 . 


* 



cette surface canal par une substance magnétique ayant en tout 
point une même intensité d’aimantation OïL, dirigée comme la tan¬ 
gente à la courbe directrice. Nous obtenons ainsi un solénoïde 
mu g né tiq lie fermé . 

Imaginons que ce solénoïde éprouve la m 

Un élément AB, de longueur dl ü , de ce solénoïde, s’a 
0 dl, de manière à venir en AB'. 

Un nuire élément Ci), de longueur df, de ce solénoïde, se rac 
courcit de 0 dl de manière à venir en C' I). 



n suivante : 






CHAP. ï. — L INDUCTION ÉLECTROMAGNÉTIQUE. ’ 347 

Tout élément MN, de longueur dl , situé sur le solénoïde entre 

1! 

H et G, se déplace dans sa propre direction d’une longueur S dl, 
de manière à venir en M'N 7 . 

Les éléments de la région DPA ne subissent aucune variation. 
Enfin l’aimantation garde en tout point l’intensité 3TL et reste 
tangente à la directrice. 

Considérons un élément de courant ds, et calculons les diverses 
quantités ôv pour cet élément, supposé invariable de grandeur et. 
de position. 

Un seul d es paramétrés qui définissent, le système des éléments 
AB et ds varie ; c’est le paramètre dv qui varie de 

t 

8 dv — (.00 dl. 

On a donc, pour l’ensemble des éléments AB et ds, 

ov 0 = M[r 0 , (r 0 ,ds), (t' 0 ,dl 0 ), e 0 ] ds tu o dl. 

De même, pour l’ensemble des éléments CD et ds, on a 

8vj =—M[r t , (ri, ds), (r^dlt), et] DXb dsto ddl. 


Pour l’ensemble des éléments MN et ds, on a 


ce qui donne 


OV 


o ds 
o ( DTL dv ) ^ 


o 


? 


- o 


J 


«\ 

07* 


dr 

dl 


8 dl 


a / i x d(r,ds) „ , 
ù ( r, ds ) =--o dl, 


8 ( r, dl) — 


dl 


d ( r, dl) 

dl 


o dl. 


*> ^ 7 7 

oe — — ; o dl, 

dl 


P [r, (r, ds), ( r, 



, e ] 


dr 
dl 



0 0, (/’, ds), (r, dl), e] j—^ 

0'[r, (r,ds), (r, dl). e] - 



£2[r, (r, ds), ( r,dl ), e] 


de 

dl 


DTLto ds dl 8 dl. 
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Or la modification que nous venons de définir n’altère pas les 
variables qui définissent, au point de vue de rÉleclromagnétisme, 
le système formé par le solénoïde et l’élément conducteur; d’après 
ce qui a été dit au début de ce Chapitre, elle équivaut à l’absence 
de toute modification et, par conséquent, ne doit donner lieu à 
aucune induction dans l’élément ds. Nous devons donc avoir 


'N > 

OV 0 -~f- OV 


1 




OV 


o. 


ou, en supprimant le facteur D\l dsoj ùd/, 


j. 



i 


O 


1 

- 

< 


M [/•„, 

(f'o, 

ds), 

(>'0, 

dl 0 ), 

<?o| 

-M.tr,, 

(r., 

ds), 

O’i, 

dh), 

e i] 

P [r, 


ds ), 

(r, 

dl ), 

e ] 

H- 0 [ 7% 


ds), 

(r, 

dl ), 

e] 

-h 0 [r, 

(r, 

ds ), 


dl ), 

e] 

-+- û K 

(r, 

ds), 

(>• 

dl ), 

e i 


dr 

dï 

à (/•, ds) 

dï 

d ( /*, dl) 


dl 


de 

dï 




\ 


• dl 


o. 


Cette égalité, devant avoir lieu quelle que soit la forme de la 


cou rbe ABMNCD, on doit avoir 


P 


c*M 


dï 


0 


OM 


( y. ) 


/ 


d ( r, ds ) 


- 1 


0 ' = 



d{r, dl) 


o — 


d \1 
de 


Ces égalités réduisent déjà à deux le nombre des fonctions incon¬ 
nues figurant dans l’expression de ov. 

us allons maintenant réduire ces fonctions inconnues à 


8° 



une seule, en prouvant que les deux fonctions M et - sont 



n 


tiques. 



un 


Envisageons un conducteur fermé placé en présence 
ment magnétique immobile dv t Jig- 091. Un élément 
de ce conducteur s’allonge de ods, de manière à venir en AB' 






n 

11 
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antre élément OD — cls\ se raccourcit de ods ? de manière à venir 
en C'D. Tout élément MN de l’arc BMC se déplace deSrfs dans 
sa propre direction. Enlin les éléments de l’arc DPA demeurent 


P 



Pour le système formé par l’élément de conducteur AB et l’é- 




ov 0 


, on a 


2 [r«, (r 0> ds 0 ), (/-o, dl), e 0 J DU dv ods 


Pour le système formé par les éléments CD et c/c, on a 


ÔVi 


2[ri, (r’i,dsi), (t\,dl), ei J OÏL dv o ds. 


Pour le système formé par l’élément 



et l’élément c/c, on a 


r\ dr „ 
or — — o ds, 


o cos(r, ds) 


ds 


0 ( r, ds ) ^ . 

- ods, 

ds ’ 


o cos(/', dl) 


o cos ( ds,dl ) 


d ( r, dl) 
ds 

de * . 

— o ds, 
ds 


ods 


? 


ce qui donne 


ov 


\ 

( 


di 


P [r, ( r , ds), (r, dl ), e ] ^ 

© [>, (r, ds), (r, dl), e] ~ 


' ,, -, d ( r, dl) 

-h&’[r, (r, ds), (r, dl), e] —^ 




Q [r, (r, ds), ( r , dl), e] 


de 

ds 


011 dv ds o ds 
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Enfin pour l’élément dv et un élément quelconque de l’arc DPA, 
on a 

3v — o. 

Cette modification n’altère pas les variables qui définissent, au 
point de vue électromagnétique, le système formé par le courant 
et l’élément magnétique; elle équivaut donc, comme nous l’avons 
vu au début du Chapitre, à l’absence de toute modification, et, 
par conséquent, ne doit donner lieu à aucun phénomène d’induc¬ 
tion. Si le conducteur est homogène et a en tout point la même 
température, il ne pourra être parcouru par aucun courant. Nous 
devrons donc avoir, en chaque élément, 

s (V — \’)dt -+- §v = o 


et, par conséquent, pour tout le conducteur, 


e dt 



(V-V') 



Ov 


0 


Or, le long de tout conducteur fermé, on a 


V (v 



V) 


O 


Il reste donc 



ov 


o 


ï 


ce (iui devient, en supprimant le facteur OÏL dvùds, 

S[/* 0 , (/’o, ds 0 ), (r,„ dl), e] 



F ^ J ? ( ^ l • ds 1 ), ( / 1 , 



’ ^ 1 


Or 


!’ I ( r, ils ), (r, dl ), e\ -j- 


0 | r, (/•, ds ), (/•, dl), e] 


0 'f/-, (/’, ds ), (r, dl), e ] 


o 


f r, (r, ds ), (r, / ), e\ 


às 

à (r. ds ) 

^-*■ -m 

às 

à (r , dl) 
ds 

Oe 

às 


} 

* 

\ 




; avoir 


=_ o 


(dette égalité doit avoir lieu quel que soit l’arc ABMNCD. On 


( 3 ) 


I 


OZ 

Or 


OZ 


OZ 


à ( r, ds) 


0 ( r, dl ) 


a 




0 


0' 
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M 


(p) 


de 


ux 


vent 



(jue par une constante. Il est aise de voir que cette con¬ 


stante a la valeur o. 

Considérons, en effet, un élément magnétique et un élément 
de courant infiniment éloignés l’un de l’autre; exprimons qu’un 
changement dans le moment magnétique du premier ne produit 
aucune induction dans le second. Nous trouverons la condition 


M [>, (/•, </s), (/’, dl ), e] 


o. 


Exprimons que l’élément magnétique ne produit aucune induc¬ 
tion dans 1 élément de conducteur lorsque ce dernier change de 
longueur. Nous trouverons la condition 


2 [oc, (/•, ds), O, dl), e] 


o. 


Ces égalités nous montrent que la constante par laquelle M dif¬ 
fère de 2 ne peut être que o. Nous avons donc, comme nous l’a¬ 


vions annonce. 


M 


Cette égalité, jointe aux égalités (a), ne laisse plus, dans l’ex¬ 
pression de ov, qu’une seule fonction inconnue de r, (r, ds), (r, dl) 
et e , la fonction M. Elle permet d écrire 


8v 


\ IV T 

M o ( OÏL dv ds) — OÏL- dv ds — or 


07 


OÏL dv ds 


OM 


à( r, ds ) 


o (r, ds) -(- OÏL dv ds 


à M 


ài r, dl) 


o(r, 



, , dM ^ 

OÏL dv ds —— te, 


<Je 


ou bien, simplement 


(0 


•N 

OV 


8 j M [r, (r, ds), (r, dl), e ] OÏL' dv ds j 


Cette formule conduit à un résultat fondamental. Considérons un 
élément conducteur de résistance R, placé en présence d un aimant. 
Dans le temps dt, l’induction exercée par l’aimant sur l’élément ds 
déplace une quantité d’électricité 


8Q 



OV 


[ 


R 


R 


o \ ds 



M [/’, (/*, ds), (r, dl), e] OÏL dv 


l 


Supposons qu’entre les instanîs t 0 et t t la résistance de 1 élément 



359 . 


I.1VRE XV. 


AIMANTS ET COURANTS UNIFORMES. 


conducteur ne varie pas; l’induction de l’aimant 
dant ce temps une quantité 


v 

J 



:era pen 



Q 


JL ) 

R( 


ds 



M [r, ( /•, ds ), ( r, dl ), e] JIL dv 


! - ! 


/ — 


Ainsi, dans un 



de résistance invar 



l'induction d'un système magnétique 
d’électricité qui 




l état 


ace une 


et 





’état 


final du système formé par l'aimant et Vélément conducteur. 

La position relative des deux éléments ds et dl est connue sans 
ambiguïté lorsqu’on se donne les variables /•, (/•, ds), (r, dl), e. 
D’ailleurs, la position des deux éléments est connue sans ambi- 
uïté lorsqu’on se donne, par rapport à un système d’axes rectan¬ 
gulaires, les paramétres 


O 

î") 


X 


y 


î 


dx 

ds 



ds 


dz 

i ~~r~ ? 



'r 

Ç ? 


de 


i ? 


C, 



d( i 

Tl 


dC 

dl 


Les variables r, (r, dsj. (r, dl), e sont donc des fonctions uni 


formes de ces paramètres, et il en est de môme de la quantité 

M [/•, ( r, ds ), ( /•, dl), e J. 

Nous allons montrer que cette quantité est fonction linéaire et 


homogène de 



ds 


dy 

ds ’ 



ds 


et «lu e 





linéaire et 


d'- 


dr, 



d' 


dl ’ di ’ dl 


Pour démontrer que la fonction M est linéaire et 



. dx dy dz 


a ds ’ 



’ ds’ 



qu’ 


un 



la position demeure fixe, mais 
dans un circuit 
listance finie, une 




ue G, dont 



a une \ 



; u r 






dont 
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Cette proposition entraînera de suite celle-ci : 


U intégrale 



étendue à un circuit fermé quelconque, est finie. 


Si 1 on observe que la quantité M doit changer de signe sans 
changer de grandeur lorsqu’on renverse le sens de l’élément ds , et 
si Ion reproduit un raisonnement analogue à ceux que nous 

avons exposés au Livre XIN, Chapitre II, on arrive à la conclu¬ 
sion annoncée : 


La quantité 


l\i [ r, ( r. ds), (r, dl ), e ] 


est fonction linéaire et homogène de 

dx d v dz 
ds ’ ds ds 


Exprimons maintenant qu’un solénoïde magnétique fermé A qui 
éprouve une même variation de puissance dans toute sa longueur 
engendre une force électromotrice d’induction finie dans un élé¬ 
ment conducteur quelconque, et nous arriverons à la proposition 
suivante : 

L’intégrale 

f M dl, 

•A 

étendue à un circuit ermé quelconque, est finie. 

Comme la quantité M doit changer de signe sans changer de 
grandeur lorsqu’on renverse le sens de l’élément d!, on voit que : 

La quantité 

M [r,(r, ds),(r, dl), e] 

est fonction linéaire et homogène de 

d\ dr { dZ 

dl’ dl’ dl ' 
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CHAPITRE II. 


LOI DE L’INDUCTION ÉLECTROMAGNÉTIQUE DANS UN CONDUCTEUR 

PARCOURU PAR UN COURANT UNIFORME. 


Nous allons pousser plus loin la recherche de la loi de l’induction 
électromagnétique dans un cas particulier : nous supposerons qu’un 
système d’aimants soit placé en présence d’un conducteur ferme 
et forme avec lui un certain ensemble; cet ensemble se modifie de 
telle manière, que l’induction de 1 aimant sur le conductcui, 
jointe aux autres forces électromotrices que le conducteur ren¬ 
ferme, engendre dans le conducteur un courant uniforme ('). 

Soient dv, dv\ dv", ... les divers éléments de volume du sys¬ 
tème magnétique. Soit ds un élément du conducteur. Soit Rds ia 
résistance de cet élément. Soit £ ds l’ensemble des autres forces 

1 • 1 ^ 4 * f 

électromotrices agissant dans cet élément. Soit eniin j l intensité, 
à l’instant t , du courant qui traverse l’induit. Nous aurons 


R / ds dt = o ( M DÏL dv ds ) 


ofM'DiV dv' ds) 


o ( M" DTL" dv" ds ) 


* * 


& ds dt. 


Par hypothèse, le courant induit est uniforme; j a donc la 
même valeur pour tous les éléments ds . Si donc nous ajoutons 
membre à membre toutes les égalités analogues à la précédente, 

en remarquant que 


/ 


R ds 


(’) Il faut bien remarquer que ccttc hypothèse n’implique aucune restriction 
.au sujet de la forme du système composé par l’aimant et le conducteur, ni au 
sujet des variations qui surviennent dans les diverses parties de ce système ; car 
* on peut toujours imaginer que, dans l’induit, des forces élcctromolrices, étran¬ 
gères à l'induction développée par l’aimant, assurent l’uniformité du courant. 
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- l’induction dans un courant uniforme. 
est la résistance du conducteur fermé, nous trouverons 



Cette égalité nous montre que, dans les circonstances où nous 
nous sommes placé, il nous suffît, pour déterminer l’intensité du 
courant induit par l’aimant, de connaître l’expression des quantités 



les intégrales s’étendant toutes au conducteur fermé. 

Nous allons montrer que ces intégrales peuvent être déterminées 
en faisant usage de l’hypothèse suivante : 

Lorsqu'un élément magnétique variable est placé en pré¬ 
sence d’un conducteur fermé et que ces deux corps se dépla¬ 
cent l’un par rapport à Vautre de manière que le conducteur 
induit soit traversé par un courant uniforme, l’action électro¬ 
motrice produite par l’élément magnétique peut être rem¬ 
placée par des actions électromotrices émanant de ses deux 
pôles. 

4P 

Avant de faire usage de cette hypothèse, nous allons en préci¬ 
ser le sens. 

Reprenons l’expression du potentiel magnétique mutuel de 
deux aimants. 

Soient dv = dx dy dz et dv'= dx' dy' dz’ deux éléments ma¬ 
gnétiques appartenant respectivement à deux aimants situés à 
distance finie l’un de l’autre. Soient 


<V 


? 


b, iii>, 0 les composantes de l’aimantation en un point de l’élé¬ 
ment dv ; 

JK otë/, 2 ! les composantes de l’aimantation en un point de l’élé¬ 
ment dv' ; 

• la distance d’un point de l’élément dv à un point de l’élément 

dd .tr 


Les actions mutuelles des deux aimants A et B admettent un 
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potentiel (l. Il, p. 4 ^)? qni est la somme de tous les termes tels 
que 



obtenus en combinant chacun des éléments dx dy dz du corps A 

avec chacun des éléments dx! dy' dz’ du corps B. 

Supposons qu’à l’intérieur de l’élément dx dy dz on prenne 
deux points M, M ( , tels que la droite MM, soit parallèle à la direc¬ 
tion de l’aimantation en un point de l’élément dx dy dz et ait le 
même sens. Soit dl la longueur infiniment petite, mais arbitraire, 
qui sépare ces deux points. Posons 

3ïl dx dy dz 


OÏL étant l’intensité d’aimantation en un point de l’élément et p 
une quantité infiniment petite, du même ordre que le produit de 
deux des dimensions de l’élément. Affectons le point M du coeffi- 
c j en t — ij, et le point M, du coefficient p, ce que nous exprimerons 
en disant que nous plaçons au point M une quantité p. de fluide 
magnétique boréal, et au point M, une quantité p de fluide ma¬ 
gnétique austral. Opérons de même sur l’élément dx'dy'dz'. 
Supposons enfin que deux quantités de fluide magnétique, mar¬ 
quées en grandeur et en signe par p et p', se repoussent avec une 

! orc e 

iV 


et nous verrons aisément que les actions mutuelles des deux ai¬ 
mants admettront le même potentiel que celui dont nous venons 

de rappeler la forme. 

Si, pour abréger, nous convenons d’appeler/>d/es magnétiques 
de l’élément dv les deux masses p et — p, disposées comme nous 
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venons de l’indiquer, nous pourrons dire que l’action mutuelle 
de deux aimants équivaut à l’action mutuelle des pôles de leurs 
divers éléments. 

L’ensemble d’une masse magnétique p. placée au point M et 
d’un élément de courant AB = ds est défini par : 
i° La masse p ; 

2° La longueur ds de l’élément AB ; 

3 ° L’intensité J du courant qui le traverse ; 

4° La longueur r de la droite AM ; 

5 ° L’angle (/’, ds) des deux demi-droites AM, AB ; ce dernier 

est lui-même complètement défini par son cosinus. 

Parmi ces paramètres, les quatre derniers seuls sont variables. 
Imaginons que les divers éléments magnétiques qui composent 
un certain aimant aient été remplacés par leurs pôles. Soient M, 
M ? , M', M', ... ces pôles, nécessairement en nombre pair. Sup¬ 
posons cet aimant placé en présence d'un élément de courant ds. 

Il y induit, à l’instant Z, une force électromolriee ( 25 . Si l’on peut 
écrire 

<£ dl — OTZ -h OT01 -+- 0 Tâs' Sdi -f- . . . , 

o vsk dépendant seulement des paramètres qui définissent le système 
formé par le pôle Ma et 1 élément de courants ds et des vanations 
de ces paramètres dans le temps dt , nous dirons que l action 
électromotrice de Vaimant est équivalente à l ensemble des 

actions êlectromotrices émanées de ses divers pôles. 

Mais, pour le moment du moins, nous ne voulons point faire 
une hypothèse aussi générale. Nous voulons supposer seulement 
que Vhypothèse précédente conduit ci des résultats exacts clans 
le cas particulier où le courant induit est suppose feimé et 
uniforme ; nous voulons supposer, en d’autres termes, non pas 
l’exactitude de l’égalité précédente, mais seulement l’exactitude 

de l’égalité 


(i) dt^€ = 

les signes indiquant des sommations qui s étendent à un courant 
fermé et uniforme. 

Pour discuter les conséquences de cette hypothèse, il nous faut 
d’abord préciser la forme que peut présenter une quantité telle 



OüTi 



^ r 
om 



t 

om 


i 


...) 


? 


j 
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que Ôcî. Nous y parviendrons en suivant une voie entièrement 
analogue à celle qui nous a servi au Chapitre précédent pour dé¬ 
terminer la forme de ov. 

i° En raisonnant exactement comme nous l’avons fait pour 8v 
au Chapitre précédent, nous prouverons que oui est une fonction 
linéaire et homogène de 8j, ods, or, o cos (r, ds ). 

2° Comme pour 8v, nous prouverons que om est indépendant 
de J et de SJ. 

3 ° Comme pour ov, nous prouverons que le coefficient de 8 ds 
ne dépend pas de ds, tandis que le reste de 8 tü est proportionnel 
à ds. 

4 ° De ce fait crue deux masses magnétiques u et ut/ accolées l’une 
à l’autre au point M doivent agir sur l’élément ds comme une 
masse magnétique unique ut/) placée au point M, on déduit 

aisément que oui doit être proportionnel à ut. 

On a donc 

« 

0775 = [j. [ u o ds -i- p ds or + cos ( r, ds )J, 

<7, p, 0 étant des fonctions de /■ et de cos(/q ds). 

5 ° Prenons maintenant ( Jig . 6o) un conducteur fermé, inva- 


Fig. 6o. 



riable de fo rme et de position, placé en présence d’un élément 
magnétique invariable de position, de forme et d’aimantation. 

Au lieu de supposer ce conducteur immobile, nous pouvons 
toujours, par la pensée, lui appliquer la modification suivante : 


L 


’élément 


Vlï 


ds 


o 


en AB' ; 


s’allonge 


de ods, de manière à venir 
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L’élément CD — dsi se raccourcit de ùds, de manière à venir 
en C'D ; 

Tout élément MN, situé entre B etC, se déplace d’une longueur 
Ùds dans sa propre direction, de manière à venir en M'N'; 

Tout élément de l’arc DPA demeure invariable. 

Nous avons vu que, dans une semblable transformation, on de¬ 


vait avoir 



<E 


o. 


Soient M et M' les deux pôles de l’élément magnétique. 
D’après l’égalité (i), l’égalitc précédente deviendra 



o -j 



> r 


O. 


Au point M se trouve une masse magnétique — a. Il est alors 
aisé de voir que l’on aura 



07ü 


I 

!-*■ • <To — <*1 


fM; 


0 


d cos( r , ds ) 


os 


ds \ o ds * 


Au point M' se trouve une masse magnétique p.. On a donc 



otât 





0 


, à cos (r', ds) 

ds 


1 ds | o 


ds 


On doit donc avoir 


0 


0 


H' [' £ 

p i r 

i + / ? 

J o L 



0 


, cos(r\ rfs; 

ds 


ds 


dr 

ds 


o à J2i 1 *' 

</5 J 


O 


Soit d/ la direction MM'. Cette égalité peut s’écrire 


à 

dl 


<?0 





n 


dr 

ds 



0 


à cos( r 7 ds) 


ds 


ds 


o 


La direction cLL étant une direction quelconque de 1 espace, 


on 


voit que la quantité 


ffo— S'i 



XK 


0 


d cos ( 


O, ds) l 

às J 


ds 


doit avoir une valeur indépendante de la position du point Mdans 
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l’espace. Comme elle s’annule évidemment lorsque le point M est 
à l’infi ni, on voit que l’on a 


*t> 


1 "T 


r'r.? 

Jo l às 



0 


0 cos(/\ ds ) 

ùs 


ds 


o 


? 


ce qui donne 


dy 


d/ 


- ? 


6 


à 


O cos ( ds ) 


et permet d’écrire 


N 

0777 


"s v 

ijr o 

i j 


I 

cr[/’, c >s(r, «$)] ds :. 


Cette forme de otu étant trouvée, voyons ce que va nous donner 
l’égalité (i), en supposant que l’aimant soit réduit à un seul élé¬ 
ment magnétique dv ayant pour pôles les points 



e 


tM'. 


Dans ce cas, 



/ ^ 

( fjl15 


0777 


* * * ) 


se réduit à 



0777 



f 

0777 


Or on a 



0777 


% 

0.0 



cos(/’, ds, 



•> f 

0777 


jj .0 J crf/’', cos(r', c/s)] ds, 


les intégrations s’étendant au conducteur fermé. D’ailleurs 


J ff| r' cos (/•', ds) ] ds = C x[ r, cos (/•, ds)\ ds 



dl 


d_ 

Tl 


I i[/*, cos(r, d 




On a donc 



0777 - 



«N / 

0737 


UO 


^ dl — j'a f /•, cos ( r, ds )] ds |. 


( 


1 


si r on remarque que 


l J 


i dl 


.Te dv 


et que, les masses p. étant supposées invariables, 


u o dl — o ( ;)ll dv), 
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on voit que l’égalité précédente devient 



OüJ 




> t 

ow 


5 ■ frc- * «/<« [ /', cos(r, efc)] ds |. 


•o | D1L dvf M [r, (r, ds), (r, dl ), e] ds 


) 


o l 0)1 dv ° 


3Gi 


Ceci transforme l’égalité (i), en vertu de l’égalité (i) du Chapitre 
précédent, en 


dl 


J ff[r, cos(r, ds)]ds 


l 

\ 


Supposons, en particulier, que OU dv demeure invariable, et 


nous obtiendrons l égalité 



La quantité. 



r, cos( r, ds ) 1 ds 


r, cos(/-, ds )] ds. 


peut ré être pas une fonction uniforme de la position du point M. 
Mais la valeur que prend la quantité 

o f ff[r, cos(r, ds)\ds, 


lorsqu’on déplace et déforme la courbe fermée à laquelle appar¬ 
tient l’élément ds sans déplacer le point M, est une fonction uni¬ 
forme des coordonnées du point M, car elle représente le produit 
par dt de la somme des forces électromotrices induites dans la 
eourbe fermée par une masse magnétique égale à l’unité placée 

•en M. 

Soit dl un élément d’une courbe ferm.ee invariable de forme 
et de position, tandis que ds est un élément d une courbe fermée 

variable. Nous pourrons écrire 
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ou bien encore 





? 


cos(/\ ds )]ds | dl. 



/■, cos(/’, ds)] ds 


étant, comme nous venons de le voir, une fonction uniforme de 
la position du point M sur la courbe fermée à laquelle appartient 
l’élément cil. on a 



Si dl désigne un élément d’une courbe fermée quelconque, 
mais invariable, et ds un élément d’une courbe fermée quel¬ 
conque, susceptible de toutes les variations qui n’exigent pas la 
rupture de la première courbe fermée, on a 

(3) o / / M [/•, (/•, ds),( /•, dl), e] ds dl = o, 


les intégrations s'étendant aux deux courbes fermées. 

Nous avons vu, au Chapitre précédent, que la fonction 

M [/’,(/’, ds). ( /•, dl ), e j 

t * t p 9 * p i doc dz 

était une fonction uniforme des variables x, y, s, —ri > — > et 

J 1 7 ds ds ds 

(ju’elle était linéaire et homogène par rapport aux. trois dernières. 
Nous pouvons donc poser 



M[r,(/’, ds), (r, dl), e] dl — U - 


dx 


ds 


\ 


r dv 

4/ 

ds 


W 


dz 

ds 


les trois fonctions U, V, W étant des fonctions uniformes de 



1 , | i dv dz 

z, et ne dépendant pas de - 7 -, -j-i 

La condition ( 3 ) prendra alors la forme suivante : 

Si la li gne fermée s se déforme d’une manière quelconque sans 
venir couper la ligne l, on aura 
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Sur la courbe s (fi g . G i ), prenons deux points quelconques, 
A, C, et déformons l’arc ABC de manière à l’amener dans la posi¬ 
tion voisine AB C sans rencontrer la courbe l. 



Mais nous avons 



Nous avons d’ailleurs, au point A comme au point C, 
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Notre condition devient donc 


r c (clx ^ 

.A (*° 


U 



dy 

ds 


3V 


c 


OX 


dV 

ds 


Ù J 


dV 

ds 



dz 

ds 


oW I ds 


s rfW. , 

os —— as = o. 





nous avons aussi 


dV _ 

dU dx 

au dy 

au 

dz 

ds 

i 

«O 

VJ 

S 

II 

1 

dy ds 

H dz 

ds 7 

oU = 

-L 

au . 

au 

<\ 

— - — 0 X —\ 

Ox 

T 

o> 

l_ 


oz, 


et deux autres égalités analogues pour chacune des fonctions V 
et YV. Si nous tenons compte de ces relations, nous trouvons 
aisément ciue l égalité précédente devient 


n r /aw 

J A LW" 

au^ 

dz , 

\ dz 
/ ds 

/au 

\a/ 

av\ 

dx J 

R. A. 
2“ s» 

( [ 

§x ds 

X c [(^- 

a\^ 

dx j 

v dx 

' ds 1 

/av 

[àz 

aw\ 

ày) 

dz~ 
ds _ 

3 y ds 

m- 

avvx 

ày) 

i dy ( 

ds \ 

'a\v 

V dx 

aux 

~ Oz J 

i-1 

£ >2 

oz ds 


Les trois quantités ox, oy, oz sont trois fonctions arbitraires de s. 
Elles sont assujetties seulement aux conditions suivantes : 
i° Pour les points Al et C, on a 



y. 0 Dans le déplacement qui a pour composantes Ix, ùy. àz , 
l’élément ds ne rencontre pas la courbe l. 

L’égalité précédente ne saurait donc avoir lieu si l’on n’avait, en 
chaque point qui n’appartient pas à la courbe /, 




dy 

ds 

dz 


0 


dy j ds 




d\V _ dU\ dx 
Ox dz / ds 
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Les quantités entre parenthèses ne dépendent pas de 


Dès lors, si nous faisons 


dx dy dz 
ds 7 ds ’ ds 


dx 

ds 


o 


? 


ds 


o 


? 


ds 


i, 


nous obtenons les deux premières égalités 



U, V, W étant dans tout l’espace, sauf aux points infiniment voi¬ 
sins de la courbe /, des fonctions finies, continues et uniformes 
de x,y, z , qui vérifient les égalités ( 4 )- Nous savons alors, d’après 
une proposition indiquée dans l’Introduction (p. 65 ), que l’on a 



dïffl dx 
dx ds 


d^> dy 
dy ds 


ggP dz 
dz ds ’ 



étant une constante, A étant défini par l’égalité 


i 




et étant une fonction finie, continue et uniforme des coordon 
nées d’un point de l’élément ds. 


Posons 


M[r, (/’, ds), (r, dl), e ] 


* 


Atz 


A -h © 

i 


ï 


et voyons ce que nous savons de la fonction cp. 
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X, 


^ J 


n, 

c, 

dx 

dy 

dz 

cls ’ 

ds ’ 

ds ’ 

d\ 

di) 

dï 

dl ’ 

dl * 

dl ’ 


2° La fonction cp, comme les deux fonctions M et A, est une 

l ' ' 

fonction linéaire et homogène de 




étendue à deux circuits fermés quelconques, est égale à o. 

Pour achever de déterminer la forme de la fonction co, il nous 

i ] 

* 

est nécessaire de faire usage de l’hypothèse suivante : 

La fonction ne dépend de la position relative des deux élé¬ 
ments ds et cil que par les paramètres 

r, ( r,ds ), (r,dl), ( ds,cll ); 

elle en est une fonction uniforme . 

Nous avons fait une hypothèse analogue ( voir p. 71) sur les 
fonctions semblables à M ou à cp que nous avons eu à considérer 
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' f 

en Electrodynamique. En Eleclromagnétisme, nous n’avons 
fait une semblable hypothèse sur la fonction M. Il est aisé de voir 


que cette hypothèse ne saurait être exacte à la fois pour la fonc¬ 


tion 



et pour la fonction cp. En effet, si elle est exacte pour la 


fonction co, on a 

i * 


M 


15 


4 


A -h o |>, cos(/-, ds ), cos /■, dl), cos (ds, c 



On a d’ailleurs [Introduction, Chap. 111, égalité (8)1, 


A 


sin ( r, ds) sinf /•, dl) sin e 


r 2 


et aussi [Introduction, Chap. I, égalité ( 8 ) 1 , 


cos {ds, dl) = cos( /*, ds) cos( r, dl) -4- sin (r, ds) sin( /■, 



COS 3 


Mais 


sm e 


/ 


1 


COS 2 s 


4 

On voit donc que M ne peut être fonction uniforme de r, (/•, ds), 

(r, dl ), ( ds , dl). 

Une fois que l’hypothèse précédente est admise pour la fonc¬ 
tion co, la détermination de cette fonction s’achève par le raison¬ 
nement qui nous a servi à démontrer le théorème de M. 11 . von 
Helmholtz (Livre XIV, Chap. IX, § o). Si nous désignons par 
F (r) une fonction uniforme de la variable r, nous aurons 


o 


d* F (>) 

ds dl 


et 


M 


§ A 

/. T 

l| * 


d ' 2 F (V) 
ds d l 


Lorsque nous aurons à calculer 


M ds 


pour un conducteur fermé, le terme 

d 2 F(r) 

ds dl 


ds 


donnera un résultat égal à o. On peut donc supprimer ce terme, 
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ecnre 


M 


4 TC 


et énoncer le résultat suivant : 



Lorsque l’on veut avoir la somme des forces électromotrices 

(£ induites par un élément magnétique dans un conducteur 

fermé , ce qui suffit à la détermination du courant induit dans 
le cas oh ion est assuré qu'il est uniforme, il suffit d'écrire 

l 


? / 
eg 



(6) 


dt 



e 


£) - o I 3HI dv 


4 71 



A ds 


Nous allons faire usa^e de cette égaliîé au Chapitre suivant* 
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CHAPITRE III. 


INDUCTION ÉLECTROMAGNÉTIQUE DANS LES COURANTS FERMÉS 


ET UNIFORMES (suite). 


INDUCTION PAR LA TERRE. 


É 




1. — Théorèmes généraux. 


Nous venons de voir que, si l’on désignait par C la force élec¬ 
tromotrice d’induction engendrée par un élément magnétique de 
moment magnétique 31 L dv, situé au point (£, 7), Ç), od avait 



§ étant une constante et A étant défini par l’égalité 




x — i 

y — T < 

j 

m 

dx 

dy 

dz 

A = — 

ds 

ds 

ds 

r 3 

d\ 

dt] 

dl 


dl 

dl 

dl 1 


On peut donner à cette égalité (i) plusieurs formes qui nous se¬ 
ront utiles par la suite. 

Soient A, B, C les composantes de la directrice d’Ampère pour 
le conducteur considéré au point (£,7), Ç). Nous aurons [Livre XIV, 

Ghap. XI, égalité (2)] 



et l’égalité (2) donnera aisément 





D. — III. 


3 4 



3jo 
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Soient X, G 


les composantes de l’aimantation au 



y;, Ç) de l’élément «fu. On aura 




A 



</? 

d? 


ni> = ou 




dl 



et, par conséquent, 


(i) 


% c 


4 TC 


DR. di 


7 



A ds 


4 


4 TC 


( A <A> 


T' 


en sorte que l’égalité (i) peut s’écrire 


( 5 ) 


£ dt - 


Ê. 

4 TT 


Bil!> -J- CG 


8 [( X A —- lil) B 


C)<fc>|. 


Par le conducteur que parcourt le courant, faisons passer une 


aire à deux côtés; soit dü' un élément de cette aire; soit N la nor¬ 
male à la lace positive de l’élément dû. Nous aurons (Introduc¬ 
tion, Chap. III), 


A ds 


d 

r Tl 


d - 


S^ : 



t 


Nous pourrons donc écrire 


— 3 R. dv f A ds - 

\n J 


Q O 

4 TT O 


d 


UN 



r 


dl 



Supposons que i? soit la fonction potentielle magnétique de 
l’élément dv au point où se trouve l’élément dQ, et l’égalité pre¬ 



nons 



((>) 




etle ex 


( 6 b is ) 


nera 



non plus seu 
entier. Dans ce 


— ,)ïl dv f*à. ds = 

A c 

. zX dÜ'. 


4^ J 

■b. 

4î: U 

► UN 


s’étend immédiatement au cas oii 

i l’on considère 

ont un élément ma 

gnétique, mais 

un aimant tout 

cas, on a 




± y .m do A * = 

$ i 

S W diï 'i 


4 71 t/ 

4tï i 

O UN ’ 




désignant la fonction 
La force électromotrice d’induction 


de l’aimant tout entier. 


eng 



par un 
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dans un circuit fermé a pour valeur 





Cette expression de la lorce électromotrice d’induction va mettre 
en évidence un fait important. 

imaginons qu’autour de l’axe dl de l’élément magnétique dv 
nous tracions un petit cercle d’aire Q dont le plan soit normal à 
dl , et dont dl forme la normale positive. Faisons parcourir ce 
cercle par un courant d’intensité telle que 


OIL dv — 


L’élément magnétique dv pourra alors être regardé comme un 
feuillet magnétique élémentaire équivalent, au sens que nous avons 

r 

donné à ce mot en Electrodymanique, au petit courant, i? pourra, 
comme nous l’avons fait en Électrodynamique, être nommé la 
fonction potentielle de ce petit courant. 

Ce petit courant engendre, dans le conducteur fermé que nous 
considérons, une force électromotrice d’induction et Ion a 

[Livre XIII, Chap. VI, égalité (9)] 




En comparant les égalités (y) et (8), on trouve 




d’où le théorème suivant : 


Pour déterminer la force électromotrice d'induction qu'un 
élément magnétique dv engendre dans un circuit fermé C, 
on remplace Vélément dv par le petit courant C / qui lui est 
équivalent au sens électrodynamique du mot. On détermine 
la force électromotrice engendrée par ce petit circuit dans 

le circuit C, et l'on multiplie cette dernière par la quantité 

1 

— \f% 

4it 5V 

Les deux forces électromotrices en question sont de même sens 


I 


1 
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é 

ou de sens contrai/'e, selon que la constante est négative ou 
positive. 

Ce théorème ramène l’étude de l’Induction électromagnétique à 
l’étude de l’Induction électrodynamique, et, par conséquent, nous 
dispense de plus longs développements. Nous nous contenterons 

d’indiquer une dernière forme de la loi de l’Induction électroma- 

* 

gnétique, forme qui s’applique seulement au cas où l’aimant induc¬ 
teur est invariable de forme, de position et d’aimantation. 

Si l’élément 3 TL dv est invariable de forme, de position et d’ai¬ 
mantation, on pourra supposer que le courant équivalent O est 
invariable de forme, de position et d’intensité. Dès lors, si d(B 
est le travail effectué pendant le temps dt par les actions du cou¬ 
rant C' sur le conducteur C traversé par un courant égal à l’unité, 
nous aurons 

C dt — — d&. 


Or, d’après les formules (5 bis) (Livre XIV, Chap. XI), le cou¬ 
rant C'exerce sur chaque élément ds du courant C une force dont 
les composantes sont 


X 


Sjd' 


d 


r dy 


dl \ dz ds 


à- , 

r d 


dy ds 



Y 


-- J ûÀ 

2 al 



àx ds 


à 


r d,x 


d 




On a donc 


C dt 


Z 


*ïjû* 

2 dl 



* 2 

2 d/ 



r dx 


ds 



r dy 


ds 



dx ds 



dy ds 


ds. 


Sx 


i 


dz 


\ àx ds 


à 


r dx 


dz ds 


oy 






ds 



d.v ds 


oz 


ds, 


ox, oy, Zz étant les composantes du déplacement d’un point de 
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l’élément ds. On déduit de là 




ou bien encore 




( 10 ) Cdt = — dÇ>, 

d$> désignant le travail accompli dans le déplacement du circuit G, 
en supposant chacun des éléments du circuit C soumis à une force 
ayant pour composantes 


(ïi) 


X 


Y 


Z 


45 d 

y— OÏL’ dv 
4 TC 01 


45 à 

— Oit dv — 

4 TT 01 


45 IW , à 

, ■ 1 o dv 
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dl 


i 


( d r d y 

à~ 

r 

dz 

\ dz ds 

~ày 

ds 

( ^ r dz 

d - 
r 

dx 

\ dx ds 

dz 

ds 

1d rdx 

i 

d- 

r 

dy 

\dy ds 

dx 

ds 


ds 


ds 


5 


ds. 


On peut remplacer l’action de l’élément OlLofa par l’action de 

È’ 

deux masses : l’une de fluide austral, l’autre de fluide boréal, ayant 
pour commune valeur p., et situées à une distance dl l’une de 

l’autre, sur la direction de l’axe magnétique. 

Les forces précédentes se trouveront alors remplacées par des 
forces exercées par chaque masse magnétique p.(£,V|,Ç) sur chaque 
élément ds(x,y, z') du conducteur C, forces dont chacune aura 

pour composantes 
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Si 1’ on compare ces égalités (12) à celles qui donnent les com¬ 
posantes de l’action exercée par un pôle de solénoïde, de puis¬ 
sance u, sur l’élément ds parcouru par un courant égal à l’unité, 
on voit que les premières sont égales respectivement aux produits 
des dernières par 

t/a iü 
4tc 51 


Nous pouvons asors énoncer le théorème suivant : 


Pour déterminer la force électromotrice d’induction engen¬ 
drée par un aimant immobile de forme, de position et d’ai¬ 
mantation sur un conducteur fermé qui se déforme et se 
déplace, on imagine que chaque masse magnétique u. de Vai¬ 
mant exerce sur chaque élément ds du conducteur une force 
ayant pour grandeur 



F 


J(5 sin(r, ds) , 

ïï ** —73— 


et dirigée comme l'action d’un pôle de solénoïde sur un élément 
de courant; on calcule le travail produit par ces forces dans le 
déplacement élémentaire du conducteur ; on divise ce travail 
par la durée du déplacement, et l’on change le signe du quo¬ 
tient. 


Nous avons déjà eu occasion de faire usage des diverses propo¬ 
sitions indiquées dans ce paragraphe, en examinant les diverses 
méthodes fondées sur l’Induction pour l’étude de la distribution 

du magnétisme (Livre VII, Chap. IV, § 3 ). 

Il s’agissait alors de phénomènes d’induction par déplacement 
de l’induit . Nous aurons occasion, dans le présent Livre (Chap. VII ) 
d’étudier un exemple d’induction par variation d’aimantation. 
Nous allons indiquer une dernière application de la formule (7), 
en étudiant un phénomène découvert par Faraday (*) et dont 
Weber ( 2 ) a fait un magnifique usage; nous voulons parler de 
l’induction engendrée par la Terre dans un conducteur mobile. 


( ! ) Faraday, Experimental Researches in Eleçtricity , 2 e série, § 171 à § 180; 
i83a. 

W . Weber, Ueber die . I nwendung der magnetischen Induction zur Mes- 
sung der Inclination mit dem Magnetomeier Gotiingen, Abhandlungen, t. V, 
p. 3 ; i8ji ). 



I 


CHAP. III. 


• f 


CONSEQUENCES DE LA LOI PRECEDENTE. 


375 


Induction par la Terre. 


Cherchons la force électromotrice d’induction engendrée par la 
Terre dans un conducteur plan. 

Si nous désignons par la fonction potentielle magnétique de 
l’action terrestre, par dQ un élément du plan du cadre, par N la 
normale positive au plan du cadre, cette force électromotrice est 
donnée parla formule 


(7) 


■ 


dt 


4 . 

0 


4 t: 




dN 


dii 


Or on a 


d-Ç 

dN 


cos( N, x) -t- — cos(JN, y) -t- — cos (N, z ) 


dx 


Oy 


p 

Si F est la force magnétique terrestre, 


F cos(F, x ) 


F cos(F, y) 


F cos(F, s) 


dx 

ày 

dz 


î 


On a donc, en désignant par Q l’aire du cadre, 


£ dt 


1 

4 TC 


FQ8 cos(F, N), 


ou bien, en désignant par R la résistance du cadre, et par c/Q la 
quantité d’électricité que l’induction transporte dans le cadre pen¬ 
dant le temps dt 


(* 4 ) 


dQ 


§ Fü 

4 TT R 


0 cos(F, N). 


Soit i l’inclinaison magnétique ; nous aurons 


H 


F cos«, 


H étant la composante horizontale de l’action magnétique 


ter¬ 


restre. 


Soient V la verticale dirigée vers le haut (Jîg- 61), B angle, 
nféneur à ic, du demi—plan vertical passant pai N et limite au 
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cadre, avec le demi-plan formé par la partie nord VOF du méri¬ 
dien magnétique. 

Fig. 62 . 



Dans le trièdre OVNF, nous aurons 


cos(F, V) — — sint. 


cos NV 


sin(F, V) 

cos6 


cost 


ï 


et, par conséquent, 


cos(F, N) 


sin i cos (N, V) -h cosî sin ( N, V) cos 6 


L’égalité (i4) peut donc encore s’écrire 

(i5) ofQ = — -pjj— [0 sin (N, V) cos 0 — tangi 8 cos(N, V)]. 

Faisons quelques applications des formules (i 4 ) et (i 5 ) au cas 
où le cadre tourne autour d'un axe situé dans son plan. 

Supposons tout d’abord que Vaxe coïncide en direction avec 
l’action magnétique terrestre; nous aurons constamment 

cos(F, N i o, 

ocosfF, N) — o. 

| ^ * 0 ' 

La formule (i 4 ) nous montre alors qu’aucune induction ne se 
produira dans le cadre. 

Supposons, en second lieu, que t’axe de rotation soit vertical; 
nous aurons constamment 

sin(N,V) — 1 , 0 sin(N, V) = o, 

cos(N,V) = o, ocos(N,V)—o. 
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La formule (i 5 ) nous donnera 


do 


4 it R 


8 cosO 


Supposons que le plan du cadre soit d’abord perpendiculaire au 
plan du méridien magnétique, l’action magnétique terrestre étant 



dirigée du côté positif. La valeur ini 
tourner le cadre d’un angle droit. La valeur 


de G sera o. Faisons 



TT 


de G sera -- 

2 


L’induction mettra donc en mouvement une quantité totale 


d’électricité 


( 16 ) 


Q 




iS H Li 

b 71 R 


Supposons que Vaxe de rotation soit horizontal et perpendi¬ 
culaire au plan du méridien magnétique ; on a alors constam¬ 
ment 


co s 6 


i 


3 cosô 


o 


Supposons que le plan du cadre soit d’abord vertical, la nor¬ 
male à la face positive étant dirigée comme l’aiguille de décli¬ 
naison ; nous aurons 


cos (N, Y) = cosi, 


sin(N, V) = sin i. 


Faisons tourner le cadre d’un angle droit, de manière que la nor¬ 
male à la face positive se dirige vers le zénith; nous aurons 


cos (N, V ) 


i, 


sin(N.V) 


o. 


Durant ce mouvement du cadre, 1 induction aura 
quantité d’électricité 


dé 



ace une 


(• 7 ) 


Q 


üj Hû 

Zït R~ tangï. 


Supposons enfin que Vaxe de rotation soit horizontal et situé 
dans le plan du méridien magnétique ; on a alors constamment 

cosô — o, 3 cosO = o. 

Supposons le plan du cadre d’abord vertical. La valeur initiale de 
cos (N, V) est o. Nous faisons tourner le cadre d’un angle droit, de 
manière que la normale à la face positive se dirige vers le zénith. 


/ 


I 
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La valeur finale de cos(N,V) est 1. L’induction met donc en mou¬ 
vement une quantité d’électricité 


(18 ) 


Q 


$ HQ 
~l\ 


/. 


tang 1 . 


4 Tt 


Nous remarquerons que 


(19) 


Q 2 

Qi 


Q 


Q 


tangi 


1 


L’emploi du galvanomètre balistique permet de déterminer les 


rapports ou — ; d’où une méthode très précise pour déterminer 

rr Qi Qi 


Qs. 


l’inclinaison magnétique. 
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CHAPITRE IV. 


ÉNERGIE INTERNE D’UN SYSTEME QUI RENFERME DES COURANTS 


UNIFORMES ET DES AIMANTS. 



H 


i 1 


DE LA LOI DE JOULE. 


§ 1 . 


P 

Energie interne d’un système qui renferme des courants 

uniformes et des aimants. 


Considérons un système qui admet un potentiel thermodyna¬ 
mique §. Supposons les paramètres qui définissent l’état du sys¬ 
tème choisis de telle sorte que, lorsque la température T varie 
seule, les forces extérieures n’elFectuent aucun travail. Soit E 
l’équivalent mécanique de la chaleur. L’énergie interne U de ce 
système est donnée par la relation [Livre IV, Chap. I, égalité (io)] 


(i) 


EU 


§ 


T 


d§ 

dT 


Nous avons trouvé [Livre IX, Chap. I, § 2 ] l’expression du po¬ 
tentiel thermodynamique interne d’un système qui renferme des 
aimants et des charges électriques immobiles, mais pas de courants. 
Cette expression est la suivante 


(2) 


S 


E(r 


TS) 


3 



w 



Qq 



3ÏU)dv. 


Dans cette expression, 

T et S sont l’énergie interne et l’entropie du système ramené à 
l’état neutre électrique et à l’état neutre magnétique 5 
5T est le potentiel magnétique; 

W est le potentiel électrostatique; 

q est la charge électrique en un point de l’élément de volume dv 

31 U est l’intensité d’aimantation au même point; 

© est une quantité qui dépend de la nature de la matière autour 

de ce point et de la température; 


J 
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•^(DIL) est une fonction de OÏL qui dépend aussi de la nature de la 
matière au point auquel elle se rapporte et de la température. 

L’énergie interne du système en question a une valeur U, qui, 
d’après l’égalité (i), est donnée par la relation 



L’expression, donnée par cette égalité (3), de l’énergie interne 
d’un système qui ne renferme pas de courants ne peut évidemment 
pas être prise comme expression de l’énergie interne d’un système 
qui renfermé des courants. Toutefois, nous conserverons cette hypo¬ 
thèse, déjà faite au Livre XIV, Chapitre I, pour les systèmes qui 
ne renferment pas d’aimants : La variation d’énergie interne 
d'un système qui renferme des courants est égale à la va¬ 
riation de la quantité U calculée par la formule précédente, 
toutes les fois que les conducteurs traversés par les courants 
demeurent immobiles et que le flux électrique qui traverse 
chaque élément de ce conducteur demeure invariable de gran¬ 
deur et de direction; hypothèse à laquelle nous ajouterons main¬ 
tenant la restriction suivante : Les aimants du système doivent 
demeurer invariables de forme et de position, et Vintensité 
d'aimantation en chacun de leurs points doit demeurer inva¬ 
riable de grandeur et de direction. 

H 

L’énergie interne d’un système renfermant des courants est 
donnée par l’égalité suivante 





la quantité U 7 devenant égale à o lorsque les intensités de tous les 
courants tombent à o. 

L’hypoîlièse que nous venons d’indiquer permettra, en repro¬ 
duisant un raisonnement déjà employé au Livre XIV, Chapitre I, 
de démontrer la proposition suivante : 

La quantité U' dépend uniquement de la forme et de la po- 
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sition des conducteurs qui constituent le système; des intensités 

des courants qui les traversent; de la forme et de la position 
des aimants; de la grandeur et de la direction de l’aiman- 

t 

talion en chaque point. 

Cette proposition démontrée, nous ferons sur la cjuanlité U' 
l'hypothèse suivante : 

La quantité EU' est de la forme 


( 5 ) 


EU' = $(0?$, ds') -t- W(ds, dv), 


ds et ds' étant deux quelconques des éléments des conducteurs 
qui composent le système ; <ï> une quantité qui dépend de la po¬ 
sition mutuelle des deux éléments ds et ds', des intensités J 
et J' des courants qui circulent dans ces éléments, et le premier 

uant une sommation qui s’étend ci toutes les 

combinaisons distinctes que l’on peut former avec les éléments 
des divers conducteurs du système pris deux ci deux; 

dv étant un élément de volume d’un aimant; 'F une quantité 
qui dépend de la forme et de la position mutuelle des deux 


signe 




éléments ds, dv ; de l’intensité J du courant qui traverse l élé¬ 
ment ds; de l’intensité d’aimantation en un point de l’élé¬ 
ment dv; de la direction de cette aimantation; et le second 

signe indiquant une sommation qui s’étend à toutes les 

combinaisons que l’on peut former en prenant un élément con¬ 


ducteur et un élément magnétique. 

La forme de la quantité $ a été déterminée au Livre XIV, Gha 
pitres I, II. Nous avons vu que Ton avait 


( 6 ) 


<t>(ds, ds' ) 


51 * 



X 


COS0 cos 6' 


T 


X 


COSlt) 


2 r 


ir 



ds ds' 


Il nous reste à déterminer la forme de la quantité W(ds, dv). 
Par des raisonnements analogues à ceux que nous avons em¬ 
ployés au Chapitre I du présent Livre, on prouvera aisément que 


Y 


on a 


( 7 ) 


>F(cfc, dv) = b[r, ( r, ds), (r, dl), e] J dsSIL dv, 
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dl étant la direction de l’axe magnétique de l’élément dv et DU 

l’intensité d’aimantation de cet élément. 

Nous ferons ensuite l’hypothèse que, dans le calcul de l énergie 
interne d'un système qui renferme seulement des courants fer¬ 
més et uniformes , un élément magnétique équivaut à deux 
masses magnétiques situées en ses deux pâles, le sens précis de 
cette hypothèse étant indiqué par ce qui a été dit au Chapitre II. 

Des hypothèses et des raisonnements analogues à ceux qui ont 
été employés au Chapitre II nous donneront alors le résultat 

suivant 



^[/•, (/*, ds), (r, dl), e\ — 



à* /'(/•) 
Os dl ’ 


jj)' étant une constante, et/ (r) une fonction uniforme et continue 
de la variable r. 

Ce résultat achève de déterminer la forme de l’énergie interne 
d’un système qui renferme des courants fermés et uniformes. Dans 
ce cas, en effet, on peut écrire, d’après l’égalité (8), 

( () ) ^ W( ds, dv) = ^ ^ OÏL dv J J" A ds. 

Le signe Z qui ligure au second membre de cette égalité in¬ 
dique une sommation qui s’étend à toutes les combinaisons dis¬ 
tinctes que l’on peut former en prenant un élément magnétique dv 
avec un conducteur fermé C. 

L’ensemble des égalités ( 4 )? ( 5 ), (6) et (9) nous donne le ré¬ 
sultat que nous voulions obtenir, à savoir l’expression de l’énergie 
interne d’un système qui renferme des aimants et des courants 
linéaires fermés et uniformes. Cette énergie U est donnée par 

l’égalité suivante 



El' 


AV 






JJ' ds ds' 



f 
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*"i n i 

vj 



L’extension des di 


îvers signes de sommation 


que 


ren 



cette formule a été précisée au cours du présent paragraphe 


S 2. 


Extension de la loi de Joule à un système qui renferme 

des aimants. 


Nous avons vu que, dans un système qui ne renferme pas 
d’aimants, la quantité de chaleur dQ dégagée pendant le temps dl 
était donnée par l’égalité suivante 



£ étant une des forces électromotrices que renferme le système et 
J l’intensité du courant dans l’élément, siège de cette force élec¬ 
tromotrice. C’est à cette égalité que nous sommes convenus 
(Livre VI, Chap. II, § I et Livre XIV, Chap. II) de conserver le 
nom de loi de Joule. 

Cette égalité (i i) ne peut s’étendre d’une manière générale et 
sans modification aux systèmes qui renferment des aimants. Nous 
allons voir qu’en l’appliquant à de semblables systèmes on pour¬ 
rait être conduit à des conséquences inacceptables. 

Imaginons un système qui renferme seulement des aimants et 
point de conducteur parcouru par des courants. Les aimants de ce 
système sont immobiles, mais leur aimantation varie. L’égalité (n), 
appliquée à une modification infiniment petite de ce système don¬ 
nerait 

dQ — o. 

Mais, d’ autre part, on a 
ce qui donne, d’après l’égalité (io), 



Or on peut s’assurer sur un exemple que la quantité dQ, dé¬ 
finie par cette égalité (12), n’est pas égale à o en général. 

Supposons, par exemple, le système formé de deux aimants, un 

aimant permanent d et un morceau de fer doux 2 . Soient X 2 , '1&2? ©2 
les composantes de l’aimantation en un point ( x 2 , y 2, ^2) du mor- 
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ceau de fer doux; soit Ü| la fonction potentielle magnétique de 
l’aimant permanent; soit Ü2 1 & fonction potentielle magnétique du 
morceau de fer doux. Nous aurons 


3-7 


à ( V 



2) 


dx 


cl 1’ 


il 


Y 

0 


T) 


T 



,T) 


dT 


dv 



à$%{ 3 TL2? T ) 

d£)IL 9 


T 


T) 

dÛ\U dT 


0OÏL e> dv* . 


On a, d’ailleurs, 


o,m 2 


1,2 0 X 2 'i) 1 d 2 8-ifeî -+- ©2 38 


ou 


D’autre part, les équations de l’équilibre magnétique sur le fer 
doux sont 


l 

d .T 2 ( OÏL 2 > T ) 

ojVi >2 — ~ 

d(t),+ Ü 2 ) 

Ô 1 V 2 

d 0 \i 2 

àx 2 

I 

d$t(D TL *, T) 

i )!>2 = - 

d(Ü 1-4-tDj) 

i)fl a 

àO IL 2 

ày 2 

I 

défont s, T) 

<0 


Ôït 2 

dOTVa 

^2 — ~ 

ÔZ 2 


L’égalité (13) devient alors 



Sous cette forme, on voit que la quantité e/Q n’est pas nulle en 
général, et, par conséquent, que l’égalité (1) ne peut s’étendre, 
sans restriction ni modification, aux systèmes qui renferment des 
aimants. 

Nous ferons donc l’hypothèse suivante : 

La loi cle Joule s'applique à un système qui renferme à la 
fois des courants électriques et des aimants, pourvu que les ai¬ 
mants gardent tous une aimantation invariable. 

O * 

Moyennant cette restriction, la loi de Joule ne donne plus lieu 
aux conséquences contradictoires dont il vient d’étre question. 



CIIAP. IV. 


ÉNERGIE INTERNE ET LOI DE JOULE. 


385 


§ 3. — Détermination de la constante 4}'. 

L’hypothèse que nous venons d’énoncer va nous servir à déter¬ 
miner la valeur qu’il convient d’attribuer à la constante jp'. Il 
nous suffira, pour déterminer cette valeur, d’appliquer la loi de 
Joule à l’exemple suivant : 

Un élément magnétique OlWu, invariable d’état, de position et 
d’aimantation, se trouve en présence d’un circuit C, invariable de 
forme et de position, parcouru par un courant uniforme d’inten¬ 
sité variable J. 

La quantité de chaleur c/Q que ce système dégage pendant le 
temps dt peut être calculée en partant de l’expression (io) de l’é¬ 
nergie interne du système. On trouve ainsi 

' E dQ = — E 8ï — 8W — 8 ^ — T ? 

H- p J ~ dt — OÏL dv ^ dt f A dt , 

^ dt 4 TT . dt J 


p étant le coefficient d’induction propre du circuit. 

Le courant étant uniforme, la distribution électrique est inva¬ 
riable sur le système. D’ailleurs le système est immobile. On a 

donc 

8\V = o, 

oq = o. 


Gomme nous l’avons toujours fait en appliquant la loi de Joule, 
nous négligeons la quantité 


8(0 


T 


à& 

àT 


Nous avons donc simplement 


(i4) 


E dQ 


. dJ T 

E8r-*-/>J -,-dl 


— 3TL dv dt I A ds 




dt 


Le circuit n’est le siège d’aucune force électromotrice d’induc¬ 
tion électromagnétique 5 il est le siégé d une force électromotrice 
d’induction électrodynamique CJ et d une force electromotrice 

hydro-électrique C". 


D. 


III. 
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Si l’on observe que la force C 1 ne dépend pas de la lemperature, 
on voit que l’on a 


C — T 


dC 

dT 




dC 

<?T 


On a d’ailleurs 


C = p 


dJ 

dt 


Si l’on néglige 80, on a 


J dt C— T 


dC" 


E oï 


L’égalité (i) donne donc 


(i5) 


EdO 


E 8ï 



pft idl 


Si l’on compare les égalités (i 4 ) ( I ^), on trouve 


jfy' — o. 


Cette valeur de la constante reportée dans l’égalité (io), 


donne à celle-ci la forme 


EU 


ET + \Y 



3 




0 


T 


d@ 

dT 


\ 


9 


(16) 



j r# ( dïl. 






T) 

l 


T 


d^(3TL-,T) 


0 T 


ch 


COS0 cosO' 



2 r 


ï -h X 


2 r 


CQSü) l JJ' ds ds . 


U énergie interne d’un système renft 


fermés et uniformes et des aimants ne contient aucun terme 
dépendant de la situation relative des courants et des aimants; 
ce qu’on peut énoncer, si l’on veut, de la manière suivante : Il n’y 
a pas, dans l’expression de l’énergie interne d’un système qui 
renferme des courants électriques et des aimants, de terme 

électromagnétique. 

A l’époque (année scolaire 1889-1890) où nous enseignions 
celte proposition paradoxale à la Faculté des Sciences de Lille, 
M. E. Yascb v ( 1 ) la publiait de son côté dans son important Traité 


d’Électricité et de Magnétisme. 


(i) E. Vaschy, Traité d’Électricité et de 
1890). 



, t. I, p. 3 18 (Paris, 
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§4, Comment Pou doit, en Électromagnétisme, définir les corps 

magnétiques parfaitement doux. 


En étudiant l’aimantation par influence (Livre IX, Chap. I 
et II), nous avons supposé que les corps étudiés faisaient partie 
d’un système admettant un potentiel thermodynamique interne et 
nous avons défini les corps magnétiques parfaitement doux 
comme portant à chaque instant une distribution magnétique qui 
rendît minimum le potentiel thermodynamique interne. 

Nous avons vu (Livre XIV, Chap. IV) que la notion de poten¬ 
tiel thermodynamique interne ne saurait s’étendre à un système 
qui renferme des courants. Nous ne saurions donc, non plus, re¬ 
garder la définition que nous venons de rappeler comme suscep¬ 
tible de marquer ce qu’il faut entendre par corps magnétique 
parfaitement doux dans un système qui renferme à la fois des ai¬ 
mants et des courants. 

Revenons aux systèmes qui ne renferment pas de courants. 

Imaginons qu’un semblable système devienne immobile et que 
l’aimantation des corps parfaitement doux qu’il renferme subisse 
seule une variation infiniment petite, tandis que l’aimantation 
des autres corps demeure invariable. Nous avons vu, au§ 2 , que, 
dans ces conditions, le système dégageait une quantité de cha¬ 
leur dÇ) donnée par l’égalité 



Cette égalité exprime une propriété générale des corps parfaite¬ 
ment doux, découlant immédiatement de leur définition. 

Inversement, cette propriété peut être prise comme une défi¬ 
nition nouvelle des corps parfaitement doux dans un système qui 
ne renferme aucun courant. Nous pouvons dire qu corps ma¬ 
gnétique, faisant partie d’un système qui ne renferme aucun 
courant, est un corps parfaitement doux si toute variation 
d’aimantation de ce corps engendre dans le système un déga¬ 
gement de chaleur donné par l’égalité (i 3 ). Nous allons mon¬ 
trer que cette nouvelle définition, que nous savons etre une con¬ 
séquence de la première, entraîne à son tour la première comme 
conséquence, en sorte qu’elle lui est équivalente. 


f 





é 




m 



388 


LIVRE XV. 


AIMANTS ET COURANTS UNIFORMES. 


En effet, si, dans un système qui ne renferme aucun courant, 
l’aimantation subit une variation quelconque sur un corps quel¬ 
conque 2, le système est le siège d’un dégagement de chaleur dQ , 
qui peut se calculer en partant de l’égalité ( 3 ), et dont la valeur 
est donnée par l’égalité 



Cette égalité ne 

que soient Oal> 2 , 



peut être compatible avec l’égalité (i 3 ), quels 
oi)ho, 3 a 2 , que si l’on a, en tout point du corps 2, 

t d&(31L,,T) „ _ Wi+'OO 

dïi- 2 cm 2 °' 2 ox % 

i d DIL 2 , T) -1- D 2 ) 

01L 2 àD\U 2 _ o»JK 2 

1 dcf 2 (31L 2 , T ) o _ <*(Üi-t-© 2 ) 

OÏL 2 00IL 2 ° 2 ” dz 2 


Or, ces égalités sont précisément celles qui assurent le minimum 
du potentiel thermodynamique interne. 

Nous sommes donc en possession de deux définitions du mol 
corps parfaitement doux, qui sont équivalentes pour des sys¬ 
tèmes qui ne renferment pas de courant. Mais la seconde a sur la 
première un grand avantage : elle peut s’étendre aux systèmes 
qui renferment à la fois des courants et des aimants. 

On peut toujours, sans hypothèse, écrire la quantité de chaleur 
que dégage une modification infiniment petite dans un système 
qui renferme à la fois des courants électriques et des aimants 

sous la forme 

(18) EdQ = 2 ( t - T 5 f) J ^'+- Erf Q'> 

étant une certaine quantité de chaleur. 

Nous avons, au § 2 , fait l ’hypothèse que la quantité d(f était 
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~m p 

égale à o lorsque tous les corps magnétiques du système gardaient 
une aimantation invariable. 

Nous allons maintenant admettre la définition suivante : 

Nous dirons que les corps sur lesquels Vaimantation a 
varié, dans un système renfermant des aimants et des cou¬ 
rants, sont des corps parfaitement doux, si la quantité de 
chaleur dCf est donnée par la formule 



Appliquée aux systèmes qui ne renferment pas de courant, 
cette définition coïncide avec la seconde des définitions équiva¬ 
lentes que l’on peut, au sein de pareils systèmes, donner des corps 
magnétiques parfaitement doux. 
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CHAPITRE Y. 

CHALEUR DE DÉSAIMANTATION. 


L’expression, obtenue au Chapitre IV, de l’énergie interne d’un 
système qui renferme des aimants et des courants fermés et uni¬ 
formes nous permet de donner l’explication théorique d’une expé¬ 
rience que plusieurs physiciens ont répétée. 

Voici en quoi consiste cette expérience : 

Un courant d’une intensité donnée J traverse une bobine qui 
est placée dans un calorimètre. Après qu’elle y a séjourné un 
temps court t, on ouvre le circuit. 

Le courant s’évanouit. Le calorimètre accuse un dégagement 
de chaleur qui a pour valeur 

RJ 2 f -H Q, 

R étant la résistance de la spirale. 

On recommence la même expérience, la spirale contenant un 
morceau de fer doux. On observe un dégagement de chaleur 

RJ2* + Q\ 

Quel est le sens que l’on doit attribuer à la différence 

xL= Q'—Q 

de ces deux dégagements de chaleur? 

Dans chacune de ces deux circonstances, le dégagement de cha¬ 
leur est la variation changée de signe de l’énergie interne. On 
trouve donc aisément que l’on a 

<a 

12Q = J 2 , 

2 
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p étant le coefficient d’induction propre du circuit, et 



les deux derniers termes se rapportant à l’aimantation prise par le 
fer doux à l’intérieur de la bobine. On a donc 



Le potentiel magnétique g* de l’aimant est une quantité essentiel¬ 
lement positive. Il en est de même de la quantité éf(OÎL). La quan¬ 
tité T -Ig —- est, pour le fer doux, assez petite par rapport à la 

précédente. La quantité ^est donc positive. 

Il est extrêmement intéressant d’obtenir une vérification expé¬ 
rimentale précise de la formule (i); en effet, on vérifiera ainsi, 
d’une manière presque immédiate, que la constante %' est égale 
à o, et que l’expression de l’énergie interne d’un système de cou¬ 
rants et d’aimants ne renferme pas de terme électromagnétique. 

Supposons la bobine assez longue ; nous verrons au Chapitre VII 
que le champ électrodynamique, à l’intérieur de cette bobine et à 
une distance suffisante de ses extrémités, peut être regardé comme 
sensiblement uniforme; la direction de ce champ est la direction 
de l’axe de la bobine. Soit 'Ç la fonction potentielle des courants 
qui forment cette bobine. Nous verrons au Chapitre suivant qu’un 
morceau de fer doux, placé dans ce champ, s’aimante comme 
dans un champ magnétique dont la fonction potentielle aurait 

pour valeur en chaque point 

4 7T % 

Supposons que le fer doux ail la forme d’un ellipsoïde dont 
l’un des axes, pris pour axe des x, soit dirigé comme le champ. 

D’après les lois connues de l’aimantation (Livre IX, Chap. IV), 
cet ellipsoïde s’aimante uniformément dans la direction même du 
champ. Soit 31 L son intensité d’aimantation; posons 

d§( Al ) ’ 

rf( 3 TL) 


F(DTL) 
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et nous aurons, comme composantes de son aimantation \loc. cil. 

égalité ( 5 ) 1 , 


(2) 


<JId 

0 )î> 


dp 


4u5V h-2XF(OIL) dx 


F(3Tb) 


o 


e 


O 


? 


X étant une constante qui dépend de la forme de l’ellipsoïde. 

D’ailleurs, si nous désignons par ü la fonction potentielle ma¬ 
gnétique de cet ellipsoïde, nous aurons 





c/v> 


dV 

dx 





dXD 

dy 



G — \ dv 
àz ’ 


ou bien, en remarquant que les lois de l’aimantation donnent 


cHo 


F ( OÏL ) 


dXD 

dx 


4 7T 3i dx J } 


27 



JL 2 


F ( OTL ) 


dv 



§sji Ç 


8 


à-Ç 

L -r— dv 
dx 


Les égalités ( 2 ), qui donnent JL = OÏL, permettent de transfor¬ 
mer cette égalité en 


27 


aXF(OlL) 



OÏL 2 


/*■ 


Si nous désignons par a , b, c les trois demi-axes de notre 



, nous trouverons 


dv = | tc abc 


et 


(3) 


27 


— TC 

3 



OÏL 2 . 


On 


a aussi 


( 


4) 


.f (OÏL) 


rp Ô ,f(OÏL) 
dT 


dv 


4 

3 


it abc $ ( OÏL) 


T 


à 



à'ï 


En vertu de ces égalités ( 3 ) et ( 4 ), l’égalité (1) devient 


(5) 




4 

3 


c abc 


2 X OÏL 2 -t- J’(OTL) —T 


à 



àT 


Supposons que, conformément à la théorie de Poisson, on rem 


place la fonction magnétisante 



par un coefficient d’aiman 
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tation k indépendant de l’intensité d’aimantation. On aura alors 
[Livre IX, Ghap. II, égalité (27)] 

d §{ Oïl) _ Oïl 2 dk 

_ %¥ dT’ 

et l’égaJité ( 5 ) deviendra 



Mais, si l’on 
on a 


désigne par M le moment magnétique de l’ellipsoïde, 



et l’égalité précédente devient 




1 dk \ 

F FF/ 



Le coefficient \ dépend de la forme de l’ellipsoïde; si, laissant 
fixes les deux demi-axes b et c, on fait croître au delà de toute 
limite le demi-axe #, ce coefficient \ tend vers o. Or, 1 ellip¬ 
soïde tend en même temps vers la forme d’un cylindre elliptique 

indéfini. 

Si l’on assimile un cylindre elliptique très long a un ellipsoïde 
très allongé, on voit que, pour un cylindre elliptique de longueur L, 

de section w, on devra prendre 

L , 

a = ~ y O) = TC OC y, 

2 


et l’égalité (6) deviendra 

/1 1 dk \ M 2 

( 7 ) \k~~7d Fr/ 4 7 

N — 7CÜ) LJ 

O 

La quantité de chaleur ^ est proportionnelle au cané du 
moment magnétique de Vaiguille et en raison invei se de son 

volume. 
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Cette loi a été vérifiée expérimentalement par M. Joule ( 1 ), par 
M. Edlund ( 2 ) et surtout par Cazin ( 3 ). Voici les nombres obte¬ 
nus par Cazin en opérant sur trois aiguilles de même substance, 
de même section, mais de longueur différente, et aimantées dif¬ 
féremment. D’après la théorie précédente, le quotient 



devrait avoir la même valeur pour toutes ces aiguilles : 


L. 

3.2 

é 

3.4 

2.4 
* m 


M. 


74,9 

0,068 

40,2 

0,020 

121,0 

0,1 38 

65 ,i 

0,046 

5 o ,6 

0,041 5 


M 2 

M 2 


11 * 

82700 

258 oo 

80700 

253 oo 

106000 

3 1200 

92000 

26900 

)) 

25700 


Sauf pour l’observation que nous avons marquée d’un *, l’écart 


maximum entre deux valeurs trouvées pour 


M* 
9 L 


n’atteint pas la 


quinzième partie de l’une de ces valeurs, concordance que l’on 
doit regarder comme satisfaisante, dans ces expériences qui of¬ 
frent une foule de causes d’erreur. Quant à l’anomalie présentée 
par l’observation marquée d’un *, elle s’explique aisément; cette 
observation se rapporte à un cas où l’aiguille était aimantée d’une 
manière particulièrement intense; pour une semblable aimanta¬ 
tion, l’approximation obtenue en remplaçant la fonction magnéti¬ 
sante F( 3 K,), par un coefficient d’aimantation constant, est insuffi¬ 
sante. 


(*) Joule, On the calorific effects of magneto-electricity and on the niecha - 
nical value of heat [Philosophical Magazine , t. XXIII, pp. 263, 347, 4 ^ 
(i 8/|3 )]. 

( 2 ) Edlund, Undersokning ont galvaniska induktionsstrômars Vàrmentveck- 


ling ocli donnas fôrhallande till det dervid fôrbrukade mekaniska Arbeiet 
[Stockholm, Ofversigt> t. XXI, p. 79; 1864. — Poggendorff’s Annalen, t. CXXIII, 

p. 2 o 5 (1864 )]. 

( 3 ) Cazin, Mémoire sur les effets thermiques du magnétisme [ Annales de 
Chimie et de Physique , 5 ® série, t. VI, p. (1875)]. 
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CHAPITRE VI. 

AIMANTATION PAR LES COURANTS. 


Suivons les conséquences de la définition électromagnétique 
des corps parfaitement doux donnée au Chapitre IV. Nous allons 
voir qu’il est facile d’en déduire les lois de la distribution magné¬ 
tique sur ces corps. 

Considérons un système que, pour fixer les idées, nous suppo¬ 
serons formé d’un aimant permanent 1, d’un morceau de fer 
doux 2 et d’un conducteur fermé et immobile C, traversé par un 
courant uniforme et constant d’intensité J. Supposons que l’ai¬ 
mantation du morceau de fer doux subisse une certaine variation 
et exprimons que le système dégage une quantité de chaleur c/Q 
donnée par l’égalité 



Le premier membre a pour valeur 


E8U. 


Négligeons, comme nous sommes convenus de le faire, la quan- 

; remarquons que l’uniformité du courant 


0 


T 




tité 'V q o 

exige que l’on ait, en tout point, 


<9T 


hq = o, et aussi 


8W 


o; 


4 

nommons tü)*, *0 2 les fonctions potentielles magnétiques des 
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corps 1 et 2 ; nous aurons [Chap. IV, égalité (16)] 



D’autre part, le circuit est le siège de deux forces électromo¬ 
trices : 

i° Une force électromotrice hydro-électrique e, dont la valeur 
est telle que 

e J dt = — E o(ï — T2); 

2° Une force électromotrice d’induction électromagnétique \ 
celle-ci a une valeur e' telle que 


e'J dt 


$ 


4 


| J 3ÎL dvf A 


OS 


Si A, B, C sont les composantes de la directrice du courant en 
un point de l’élément dv, celte dernière égalité peut 

[Chap. 111, égalité ( 5 )], 


s’écrire 


e'J dt 


% 


f. 


||-jY(Ao*i,2 



B o\)! 


02 



G o 3 2 ) dv-i 


D’autre part, si t? désigne la fonction potentielle magnétique 
d’un feuillet quelconque équivalent au point de vue de VElectro¬ 
dynamique à notre courant fermé, ou, en d’autres termes, la 
fonction potentielle de notre courant, nous aurons [Liv. XIV, 
Chap. XI, égalités (/,)], 


X . . &ç 


-j= AJ = 

V 2 

ùx 

II 

s 

K ^ 

dV 

ày 

* GJ - 

dy 

\ 


y/2 àz 


Nous aurons donc 



e'J dt 
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et, par conséquent 


> 



l’égalité (i) deviendra 




f\ 

>(*>1-4- 

ü 2 ) 

d’Ç 

CA 90 

J 1 



4 TT 51 

F,(i)H- a )J 

/ 


Ü 2 ) 


^11)2 



47t5V c >y 2 

F 2 (3IL 2 )_ 

II 

~d('O l + 


1 

WÎ 

CL/ 

“G 

L 

O " 



4 TT21 ÔZ2 

F 2 ( 0IU 2 j_ 


OaJlyo dv% 


01 ) 1)9 dv 2 


"N 

0 


dv 


2 


O 


Cette égalité doit avoir Lieu quelles que soient les quantités Sjt> 2 , 
8 i) 1)2, §©2) ce qui donne 

aÇQii+jgi) _ fj/î wl , 
d(V) i -h l Ot) (H?] 

ày% 4^31 ^72J ’ 

d(Üi -M0 2 ) _ ig/â _ 

ds« 4 ^^ dz 2 

■ P- 1 

Ges équations donnent les lois de l’aimantation du fer doux par 
les courants. 

Si on les compare aux égalités (17) du Chapitre précédent qui 
donnent les lois de l’aimantation par les aimants, on voit sans 
peine qu’elles se peuvent interpréter de |a manière suivante : 

Considérons le feuillet magnétique qui est équivalent, au 
point de vue de VÉlectrodynamique, au courant fermé et uni¬ 
forme que Von considère. Multiplions les composantes de l’ai¬ 
mantation en chaque point de ce feuillet par 

_ ijjv/2 

4 



I 
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Nous obtiendrons un nouveau feuillet magnétique. Le courant 
en question influera sur l'aimantation d’un morceau de fer 
doux de la même manière que ce dernier feuillet. 

Cet énoncé suppose que, par le courant, on puisse faire passer 
un feuillet magnétique ne rencontrant pas l’aimant, mais les éga¬ 
lités (3), que cet énoncé traduit moyennant cette restriction, de¬ 
meurent vraies sans restriction. Toutefois, il est entendu que 
le courant et l’aimant n’ont aucun point commun. 

Si la forme et l’intensité du courant sont données, les trois dé¬ 
rivées partielles de sa fonction potentielle sont données ; le pro¬ 
blème de l’aimantation d’un morceau de fer doux par des courants 
de forme donnée et d’intensité donnée est donc purement et 
simplement ramené au problème de l’aimantation par des aimants 
permanents ; on peut transporter à celui-là toutes les propriétés 
démontrées pour celui-ci. En particulier, on pourra énoncer la 
proposition suivante : 

Sur un corps magnétique parfaitement doux et placé en 
présence de courants fermés et uniformes d’intensité donnée, 
l’aimantation prend une distribution parfaitement déter¬ 
minée, et cette distribution est stable. 

Dans le cas, au contraire, où l’intensité des courants est sus¬ 
ceptible de varier, l’aimantation du 1er doux devient l’objet d’une 
théorie nouvelle. C’est à cette théorie qu’appartient la question 
suivante : 

Un certain nombre de conducteurs fermés sont mis en pré¬ 
sence d’un morceau de fer doux. Les conducteurs ne renferment 
aucune force électromotrice étrangère à l’induction. Initialement, 
les conducteurs ne sont traversés par aucun courant et le corps 
parfaitement doux, en vertu des égalités ( 3 ), n’est pas aimanté. 
Un tel état est-il stable? En d’autres termes, peut-il arriver que 
des courants prennent naissance dans les conducteurs d’un sem- 


demeurant d’ailleurs immobile? 

Supposons qu’au bout du temps t , les conducteurs C ( , C 2 , ..., 
C„ soient traversés par des courants d’intensité J,, J 2 , ..., J w . 
Quelle est, à l’instant t, la force électromotrice qui agit dans le 



I 
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Cette force est la somme de deux autres : l’une, e l5 est due à 


l’induction é 



e; l’autre, e' v est due à l’induction 


électrodjnamique 
Nous avons 


d 

clt 


( P i J 



P12J2 


• ■+■ P m^n)} 



p K étant le 

coefficient d induction mu 
coefficients sont indépendants du temps 
D’autre part, nous avons 


d’induction propre du circuit C l7 et P u le 
tuelle du circuit Cj et du circuit i. Ces 


1 


A A 

Lu dt 


011 dv 


A ds, 


C ( 



A ds étant indépendant du temps. 


Cl 


Si Rj désigne la résistance du circuit C l5 nous aurons 


R t J 


1 


et 



e,. 


Nous aurons donc, pour tout le système, 


(RiJ? 



R 2 J| -+ 



dt 


0 


( 4 ) 


1 



/?! J 1 


A C 
4 k J 



2 

2 



* i 



Pn H” 2 



P1 • 1 

r ij 0 i^j 


OÏL dv 


^Ji J A ds 


J 



A ds 


* ■ 



J 


Nous avons d’ailleurs 


Ayfldv 

LTZ \ ,y c 


( Jl f 



ds 



J 


A ds 


c. 




4 


t/2 r 

*51 I 


C/V£> 



1)1 



Wt _ 


dx 

~dx 

àVi _ 

1 Ail 

ày 

dy 

#?i 

&Ç 2 

H ^ 


dz 


dz 


'Çïj, ^2, ..., W désignant les fonctions 
équivalents, au point de vue de l’Élec 

C,, G 2 j .. •, C/ï* 


c 



A ds 


Cn 




J/i 


ds 





■ * * 




• « * 



# » 



à 9 „ 

dx 

dy 

Wn 

dz 




? 




tielles des feuillets 

, aux courants 
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Nous aurons, en vertu des équations ( 3 ), 

» 

jE} s/l /d’Qx dVi d-Ç n \_àXD X_ 

JHE1F àx ) dx ^ F (OÏL)’ 

i? \/l (à t?! _ àV "È. 

d y ) foi \,ÿ 

§s/l ( <Wi , <K> 2 , à-Qn \ _ G ' 

4 tt 5 V V dz + dz ~ r ‘"~ >r Oz J~ dz F( 31 l.') 


Nous aurons donc 



Désignons par g le potentiel magnétique du morceau de fer 
doux. Nous avons 



et, par conséquent, 



Chacun des termes du second membre est négatif, tandis que 
le premier membre est nécessairement positif. On voit donc que 
cette égalité (5) est impossible ; les conducteurs ne peuvent être 
traversés par aucun courant uniforme, et les corps magnétiques 
ne s’aimantent pas. 
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CHAPITRE VII. 

DÉTERMINATION DES COEFFICIENTS D’AIMANTATION. 

MÉTHODE DE G. KIRCHHOFF. 


§ 1. — Champ électrodynamique d’une bobine annulaire. 

G. Kirchhoff (*) a traité en détail un problème où il est fait 
appel à la fois à la théorie de l’aimantation par les courants et 
aux lois de l’induction par variation d’aimantation; nous allons 
étudier ici ce problème qui présente, en outre, l’intérêt de fournir 
l’une des meilleures méthodes pour la détermination expérimen¬ 
tale du coefficient d’aimantation d’un morceau de fer doux. 

Par un axe ZZ' [Jîg . 63 ) faisons passer un plan; dans ce plan, 


Fiç. 63 . 



traçons une courbe L ne rencontrant pas l’axe et entourant une 

(*) G. Kirchhoff, Zur Théorie des in einem Eisenkôrper inducirten Magne- 
tismus ( Poggendorff’s Annalen: Ergânzungsband , t. V; 1870. — Kirchhojf’s 
Abhandlungen } p. 223). 

D. — III. 26 


1 


I 


* 
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aire S. Si le plan tourne autour de l’axe ZZ 7 , la courbe L, jouant 
le rôle de méridienne, engendrera un anneau. Nous supposerons 
cet anneau formé d’un fer doux homogène. 

Dans le plan primitivement considéré, traçons une seconde 
courbe fermée L 7 , entourant la courbe L et ne rencontrant pas 

l’axe; soit S 7 l’aire qu’elle enferme. 

Par l’axe ZZ 7 faisons passer n' plans, dont chacun forme avec 
ceux qui r avoisinent un même angle 




Nous supposerons le nombre n' de ces plans très grand, et, par 
conséquent, l’angle AO 7 très petit. 

Lorsque le plan mobile considéré vient, dans son mouvement, 
coïncider successivement avec chacun de ces plans, la courbe L 7 
vient occuper des positions L 7 , L' 2 , . . ., L' t . Supposons chacune 

de ces positions réalisée matériellement par un fil conducteur; 
nous obtiendrons une bobine annulaire de u[ tours de fil. 

Nous supposerons ces tours de fil tous parcourus par un même 
courant uniforme d’intensité J 7 ; le sens dans lequel ce courant 
est compté positivement sera défini de la manière suivante : 

Nous supposerons que l’angle 0 , qui définit la position d’un 
demi-plan quelconque ZOX 7 passant par ZZ 7 par rapport à un 
certain plan fixe ZOX, aille en croissant lorsque la droite OX 7 
tourne autour de OZ de gauche à droite. Nous prendrons alors 
le sens positif de la courbe L 7 de telle façon que le sens où l’angle 
0 va en croissant soit le sens dans lequel les tours de la bobine 

M 

sont traversés de leur face négative à leur face positive. 

La bobine aimante l’anneau de 1er doux qu’elle renferme; nous 


allons nous proposer de déterminer cette aimantation, ce qui 
exigera au préalable la détermination de la /onction potentielle de 
la bobine. 

Soit V cette fonction potentielle; nous savons que ne sera 

, . <K> 

pas une fonction uniforme des coordonnées, mais que-r— >-r ~> 


dx ùy 


<K> 


d 


^1 m _ 

- seront des fonctions uniformes des coordonnées ; nous allons 


chercher à déterminer ces fonctions. 

Aux coordonnées cartésiennes x, y de la projection d’un point 


1 
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XOY 


p,8 du même point. Nous aurons 


les coordonnées polaires 


(2) 


x 


y 


p cos 6, 
p sinO. 


Au lieu de déterminer nous déterminerons 

àx ôy àz dp dû 

dX? 
àz ’ 

lités 


? 


les dernières quantités étant liées aux premières par lésé ga- 


( 3 ) 


dX? 

_ dX? 

cosû 

dX? 

sin 0 

dp 

àx 

ày 

dX? 


/d<? 

sin6 — 

dX? 

dû “ 

= — P 

\ àx 

ày 

dX? 

_ dX? 




àz 

àz 

m 




cosû 



Considérons le tour de fil ; soit dS', un élément de l’aire qu’il 
embrasse; soit N' la normale à la face positive de cette aire, 
tour de fil L' aura, en un point (p, 0 , z ), une fonction potentielle 
éleclrodynamique qui a pour valeur 


Ui 


51 


✓ 


LJ' 


2 



S 


d- 

r 

, àN[ 


dS\, 


r étant la distance d’un point de l’élément dS[ au point (p, 8, s). 
Soit (p', 8', z\) un point de l’élément dS\. Nous aurons 




pi d§\. 


Si l’on remarque que 8^ a la même valeur pour tous les points de 
la surface S' x , on pourra écrire 



ou bien, en posant 

( 4 ) 



| 


l 
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dUi _ 31 T> 

~~ y/â ^P ’ 

dU t 51 , d^Vj 

dO ” /â d0', ’ 
dU, SI 1t d 2 Yi 

- — J - * 

dz àz d0i 

On a d’ailleurs 

y — U i “H U 2 h- • • • ■+■ u n 

et, par conséquent, 

( fiÇ _ 51 / d 2 V t d«V a , <? 2 V„\ 

I dp “ fi J \ dp d0' t " + " dp d0' 2 _r_ " ' dp dV n ) ’ 

] dt? 51,,/^Vi d 2 V 2 , üVn_\ 

(5) j 36 - 71 v^o^i ^odo; de^y’ 

f <*?•_ 51 r/üXl , <>«v a , , ^v»\ 

^ _ y/ï \d 2 d 0 i d^d0 2 * _r " àz dft' n J 

Si l’on prend la courbe U dans une position quelconque définie 
par l’angle 9 ', et si, pour cette courbe, on forme la fonction V dé¬ 
finie par l’égalité (4), cette fonction coïncidera successivement 
avec V,, Vo, . . ., Y n quand la courbe \J viendra occuper les posi¬ 
tions L j, L 2 ) • • • i f/j• 

En vertu de l’égalité (i), la première des égalités ( 5 ) peut 
s’écrire 

dt? 31 /i'J'/ t) 2 Vi ^ 2 Va a ' 2V,t ^ AQ' 

dp ~ \fx ' 27r [àpW dp d0' 2 ‘ dpdO^/ 

Si l’angle A 9 ' est très petit, celte égalité peut se transformer en la 
première des égalités 




les deux autres se démontrent d’une manière analogue. 

D’après l’égalité ( 4 ), la fonction V est la fonction potentielle 



CH AP. XII. 


PROBLEME DE G. KIRCIIHOFF. 4o5 

ordinaire d une couche superficielle distribuée sur la surface S ; et 

ayant pour densitc en chaque point Ja quantité Les dérivées 

partielles de cette fonction potentielle peuvent subir une discon¬ 
tinuité si le point (o, 9, z) vient à traverser la surface S', ou, ce qui 
revient au même, si la surface S r , en se déplaçant, vient à se faire 
traverser par le point (p, 9, z). Cette remarque est fondamentale 
pour la transformation que nous allons faire subir aux égalités (6). 

Avant de faire cette transformation, nous distinguerons le cas 
où le point (p, 9, s) est extérieur à la bobine annulaire du cas où 
il est intérieur à cette bobine. 


i° Le point (p, 9, z) est extérieur à la bobine annulaire. 
Lorsque 9 ! varie de o à aie, la courbe L' décrit la bobine annu¬ 
laire; le point (p, 9, s) ne heurte à aucun moment la surface S'; 


i i / • t üV dW dV ■ . i) • i * i 

les derivees -r— » -r— varient d une maniéré continue avec la po- 

op 00 oz 1 

sition de la courbe S', et les égalités (6) donnent 



Une bobine annulaire ci tours serrés n’exerce aucune action 
sur les points qui lui sont extérieurs. 

2 ° Le point (p, 9, z) est intérieur ci la bobine annulaire. 
Dans ce cas, lorsque 9 r varie de o à 2 tt, la surface rencontre le 
point (p, 9 , z) et se fait traverser par lui de la face positive à la face 

négative. 

Un peu avant cette rencontre, le point (p, 9, z ) est situé du côté 
positif de la surface S ; ; de plus, un accroissement c?9 de l’angle 9 
augmente de p û? 9 sa distance normale à la surface S ; . On a donc 

dV _ dV 

~ ? ôn’ 

N étant la normale à la face positive de la surface S. 

Un peu après la rencontre, le point (p, 9, z ) est situé du coté 
négatif de la surface S r ; de plus, un accroissement ^9 de l’angle 9 
diminue de p o?9 sa distance normale à la surface S ; . On a donc 

âV _ dV 
àd ~ ~~ P àN J ' ’ 
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N' étant la normale à la face négative de la surface S'. Lors donc 
que 9' augmente de o à an, il y a un moment où -ttt subit 1 accrois¬ 
sement brusque 


«JO 


(dY 

p Un 



dY 

dN' 


La fonction V est la fonction potentielle ordinaire d’une distri¬ 
bution superficielle répandue sur la surface S'. Si l’on désigne par 
rr la densité de cette distribution, on aura 


dY 

éN 



dV 

dN' 


\ 7T0’ 


Ici, 


que que 


-, ou, ce qui revient au même, <7 = - • La variation brus- 

P P 

.. dY , 

<?9 



à un instant compris entre l’instant où 9' part de 

o et l’instant où 9' prend la valeur 2 tc a donc pour valeur 4^. On 

dY dY 

verrait sans peine que — et -r— ne 

\ 

Les égalités (6) donnent alors 


subissent aucune discontinuité. 


( 8 ) 


\ 


àç 

dp 

dO 

&ç 

ôz 


o, 


a 


✓ 


o.n' J 




'2 


O. 


A l’intérieur d'une bobine à tours serrés, l'action électro¬ 
dynamique est, en chaque point, normale au plan méridien 
de ce point; elle est dirigée de manière à former avec l'axe 
des z un couple ci rotation négative (moyennant les conventions 
arrêtées pour le sens du courant); elle a pour grandeur 


% an'}’ 


( 9 ) 


F 


✓ 


P 


p étant la distance du point à l'axe. 

Considérons un cercle ayant 7JZJ pour axe et passant par le 
point Soit A l’arc très petit de ce cercle compris entre 

les plans de deux tours successifs de la bobine. On aura 
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en sorte que l’égalité ( 9 ) pourra s’écrire 



Celte nouvelle expression de la force F est rendue intéressante 
par la conséquence suivante : 

Imaginons que la distance de l’axe ZZ' à la bobine augmente de 
plus en plus, sans que la surface S'change, non plus que A. A la li¬ 
mite, nous aurons une bobine cylindrique illimitée, dont S'sera la 
section et dont les tours plans, très serrés, seront à une distance A 
les uns des autres. On voit donc qu’à l’intérieur d’une semblable 
bobine, le champ électrodynamique est uniforme, dirigé comme 
les génératrices de la bobine, et ayant une intensité définie par 
l’égalité ( 10 ). 

Cette conclusion, exacte pour une bobine illimitée, est vraie 
approximativement pour une bobine cylindrique limitée très 

_ g £ 0 

longue, pourvu que l’on ne considère pas les points trop voisins 
des extrémités. Nous avons fait usage de ce résultat au Chapitre V. 

s 2 . - Aimantation du noyau de fer doux. 


Cherchons maintenant l’aimantation prise par l’anneau de fer 
doux qui se trouve placé dans 1 ame de la bobine annulaire. 

D’après les égalités (3) du Chapitre précédent, les composantes 
X, 0 de l’aimantation sont données par les relations 






I 

1 


X> — 

— F (OÏL) 

l)b — 

— F (OÏL) 

0 = 

— F (01b) 


dXD 

_ 45 sl'i- 


dx 

4 TC JSC 

dx J 

d-O 


àO\ 

ày 


ày J 

dXD 


W), 


4 tc J2V 

à*) 


F( 01 o) étant la fonction magnétisante et Ü la fonction potentielle 
magnétique de l’anneau. 

Considérons la tangente au parallèle qui passe pai le point 
(p, 9, z ) de l’aimant, cette tangente étant menée dans le sens où 9 
va en croissant; considérons aussi celui des rayons de ce parallèle 

qui se dirige du centre vers le point (p, 9, z). Soit 5 la compo- 
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santé, suivant la première droite, de l’aimantation au point (p, 9,-s); 
soit la composante de l’aimantation suivant la seconde droite. 
Au Jieu de déterminer, en chaque point de l’aimant, les quantités 
X, iJi>, G, nous pouvons déterminer les quantités <SR., S, 0. Nous 
aurons évidemment 

Æ 

( X = Jl cosf) — S sin 0, 

( J2 ) ’ 

( o)l) = $1 sinO -+- G cosO. 


Ces égalités, comparées aux égalités (ii), aux égalités (3), et 
aux égalités analogues à (3) que l’on peut écrire pour la fonction Ü, 


donnent 




Nous savons que ces équations ne peuvent être vérifiées de plus 
d’une manière. Or nous allons démontrer qu’elles sont vérifiées si 
l’on pose 




en sorte que nous serons assurés d’avoir ainsi obtenu l’aimantation 
de notre anneau de fer doux. 

Supposons, en effet, l’aimantation donnée parles égalités (i 4 )* 
Considérons un élément cl S' de la courbe S 1 . Cet élément, tour¬ 
nant autour de l’axe ZZ', engendre un tore infiniment délié. Si 
l’aimantation est donnée par les égalités (i4)j ce t° re es t un solé- 
noïde magnétique fermé dont la fonction potentielle magnétique 
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est égale à o en tout point; il en est de même de la fonction po¬ 
tentielle magnétique de l’anneau de fer doux, qui est la somme 
des fonctions potentielles magnétiques de ces tores élémentaires. 
Ainsi, si l’aimantation est donnée par les égalités ( 1 4 ) 7 on a 

Ü = o, 

et les égalités (i3) sont vérifiées. Les égalités (i4) nous font donc 
connaître les lois très simples suivant lesquelles s’aimante le tore 
de fer doux. Uaimantation est , en chaque point, tangente au 
parallèle qui passe par ce point; elle est inversement propor¬ 
tionnelle à la distance de ce point à V axe. 

§ 3 . — Induction produite dans une bobine extérieure. 

Le noyau de fer doux et la bobine B' que nous venons d’étudier 
sont placés tous deux dans l’âme d’une seconde bobine annulaire B"; 
cette seconde bobine annulaire est formée de n" tours équidi¬ 
stants ; chacun de ces tours est formé par une ligne plane L" entou¬ 
rant une aire S". 

Cette bobine est en relation avec un galvanomètre balistique ; 
R est la résistance totale du circuit. 

w 

Examinons le phénomène d’induction suivant : 

Au début de l’expérience, la première bobine B' est parcourue 
par un courant d’intensité J ; le fer doux est aimanté ; aucun cou¬ 
rant ne parcourt la seconde bobine B v . 

On ouvre la première bobine; au bout d’un temps très court, 

aucun courant ne traverse plus cette bobine B’ non plus que la se¬ 
conde bobine BG Le fer doux est désaimanté. 

Entre ces deux époques, la bobine B" a été parcourue par un 
courant d’induction qui a mis en mouvement une quantité d élec- 

tricité Q. On peut calculer cette quantité. 

A un instant où le fer doux a une aimantation donnée, rem¬ 
plaçons chaque élément magnétique par le petit courant G auquel 
il est équivalent. Soit B le système de courants ainsi défini. 

Soient P(f), P'(*), P"(*) les potentiels électrodynamiques des 
systèmes B, B ; , B^, tels qu’ils sont à 1 instant £, sur le circuit B 

parcouru par un courant égal à l’unité. 

A l’instant t , la force électromotrice d’induction dans la bo- 
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C 


dP"(t) dP'(t) %s/idP 

~ I ~W ' * * /-W » * 


dt 


dt 


4 7i 21 dt 


Dans le temps dt, le système B v est traversé par une quantité 
d’électricité dQ qui a pour valeur 


dO 


R 


dP"(t) dP'(t) ÿs/idPU) 

" T~ ^ ^ f ' * /-w t - 


dt 


dt 


4 7r 3V 




La quantité Q que nous voulons calculer a donc pour valeur 


Q 


i 


R 


P"(M 



P'(*i) 


P" ( to ) 


P'(fo) 



4? \A 
$ y/â 

4 TC 5V 


P(<l) 


P(*o) 


Au début de l’expérience, la bobine B /; n’est traversée par au¬ 


cun courant. On a donc 


P "(t 0 ) 


O. 


A la fin de l’expérience, les bobines B', B f/ ne sont traversées 
par aucun courant; il en est de même du système B, puisque l’ai¬ 
mant est désaimanté. On a donc 


P 'Ui) 


o 


? 


P'Oi) 


O 


î 


P ( h ) 


o 


et, par conséquent 


J 


(J 5 ) 


O 


i 

R 


L4 


§ \A „. . 

P(M 

1 K -A 


P'(«o) 


Déterminons donc P(if 0 ) et P^C)* 

Soit la fonction potentielle de la bobine B 7/ parcourue par un 
courant égal à l’unité; en reproduisant la démonstration qui a 
donné les égalités ( 8 ), nous trouverons que l’on a, en tout point 
intérieur à la bobine B", 


(iG) 


I 


WP 

dp 

di® 

de 

àz 


o 


J 


21 


tt 


-='in , 


v/a 


o. 


Considérons le petit circuit C équivalent à un élément magné¬ 
tique 011 / dv de l’aimant. Soient w son aire, n la normale à sa face 
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positive et j l’intensité du courant qui le parcourt à l’instant t. Le 
potentiel électrodynamique de ce petit courant sur la bobine B" 
parcourue par un courant égal à l’unité sera, à l’instant t , 


P(t) 


21 drg) . 

s/Z dnJL ° 


î 


% 


ou bien, comme — / w est précisément égal à OÏL dv, que la nor- 


m 


>/ 

ale n coïncide avec la di 


n de l’aimantation, 


On a donc 


p(t) =- 

\ dx 

„ 0# 

• il!) 

dy 

. P(<)=- 

J v ' U dx 

H * ^ 

dy 



dW 

dz 


dv. 



dz 



? 


l’intégration s’étendant à tout l’aimant. 

A l’instant l’aimantation est donnée par les formules (i4). 
On voit sans peine que 


X - -h 1)1) — 


dx 


°y 




dz 


i 

.0 5 ~âb 


On peut d’ailleurs écrire 


dv 


p dS dfà. 


On a donc 


2 TT 


PO.) 


0 




(r } - 

s 00 


dS d§. 


Si l’on fait usage des égalités (i4) ( 16 ) si l effectue l’in¬ 

tégration par rapport à B, on trouve 


(17) 


P(M 


s/Z $%n'ri'}' Q 


s 


F ( QIL ) 

' P 


avec 


( 18 ) 


OÏL 


% n'V 

21Z P 


F (OÏL) 


Calculons 


Le potentiel électrodynamique de l’un des tours de la bobine TV, 
soit le tour L,, sur la bobine sera 


Pi('to) 


21 

75 



s 


difp 


y dS' 
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On a donc 


d\V 

1 ( 

tJN 

P 

galités (16' 

). 

d^> 

21 

dN ~ 

1/2 

»'(* 0 )=Sl* 

n" J 


£>0 


tf 


P 



dS' 

S' p 


Les quantités p' 2 {t 0 ), • • •, p'n{to) ont la même valeur. Leur 


somme a donc pour valeur 


( T 9) 


P'Oo) 


%*-n'n"y 



dS' 


s' p 


Reportons dans l’égalité (10) les résultats des égalités (17) 


et (19), et nous aurons 


n'n" J' 

K 


(20) 


Q = 2l 2 



dS' 


s’ p 



§ /g 

4 T.% 



S 


4 TT F ( OÏL ) dS 


P 


3TL étant défini par l’égalité (18). 

Cette formule (20) prend une forme plus simple si l’on sup¬ 
pose la bobine B' exactement appliquée sur l’anneau de fer 
doux. Les deux surfaces S et S' sont alors identiques et l’on a 


n'n" ï 

R 


( 21 ) 


Q 


51 * 



1 


s 


4 it 


45 / 


-\ 2 
2 




F(3TL) 


dS 


j p 


Dans les limites où la fonction magnétisante F(3TL) peut être 
remplacée par un coefficient d’aimantation constant k, cette éga¬ 
lité devient 


n'n" y 

R 


( 22 ) 


Q 


5 i 2 





4 ' 4iï3l ‘ 




S' p 


Nous verrons bientôt (Chap. XII) que 


4 ) fl 

4 U 21 = 

L égalité précédente deviendra alors 


1. 


Q 


^ n'n" 
2l 2 - — (1 



47t/c) C 


dS 
s p 


(23) 
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La boussole des tangentes, employée comme galvanomètre ba¬ 
listique, permet, comme nous le verrons bientôt, de détermi¬ 
ner Nous obtenons donc un moyen de déterminer expérimen¬ 
talement (i H- 4 Ttk). 

Si l’on veut tenir compte de la variation de la fonction ma¬ 
gnétisante avec l’aimantation, on pourra, en vertu de l’égalité (18), 
écrire l’égalité (ai) 



X étant la fonction, liée à F (OR*), qui sert à réduire à un problème 
d’équations aux dérivées partielles le problème de l’aimantation 
par influence (voir Livre IX, Chap. II). 

Si l’anneau de fer doux aimanté est un anneau de très petite sec¬ 
tion et de très grand rayon, p aura sensiblement, pour tous les 
points de cet anneau, une même valeur /*, et l’égalité précédente 

deviendra 

% 



ou bien, en faisant 

y/a 

4tt31 



Cette formule permet, par une série d’expériences effectuées 
avec des valeurs différentes de l’intensité F, de déterminer la 
fonction X et, partant, la fonction magnétisante F (OÏL). 
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CHAPITRE VIII. 

* 

FORCES ÉLECTROMAGNÉTIQUES ENTRE AIMANTS ET COURANTS 

UNIFORMES. 


§ 1. — Loi fondamentale des forces électromagnétiques. 

Considérons un système que, pour simplifier les écritures, nous 
supposerons formé d’un seul élément magnétique dv et d’un seul 
conducteur fermé O traversé par un courant d’intensité J. 

Ce système est soumis à l’action de certaines forces extérieures. 

Supposons qu’il subisse un certain déplacement pendant lequel 
l’aimantation de l’élément magnétique et l’intensité du courant 
demeurent l’une et l’autre invariables. Pendant ce déplacement, 
les forces extérieures effectuent un travail d(B e ‘, la force vive du 

système s’accroît de î I e système dégage une quantité de 

chaleur <a?Q, et l’on a 

E ~ = - E SU d& e . 


D’autre part, si d(ôi désigne le travail des forces intérieures, 
on a 



Enfin, dans les conditions actuelles, la loi de Joule est appli¬ 
cable au système, et l’on a 



On a donc finalement 
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Proposons-nous de calculer les quantités qui figurent au second 


membre de cette égalité. 


Ch 


nous désignons par p 


le coefficient d’induction propre du circuit, nous aurons 


(a) 


ESU 


ESr 



oW 



ï\ 

O 



0 


TiË'u 


dT ) 



J 2 dp 

dt 


dl. 


Les courants étant uniformes, on a, en tout point, ùq = o. Nous 
sommes convenus de négliger 8(0 — 


Nous avons donc 


/ 


o 



0 


rr 

t 5 t'? 


O. 


Étant donnée une quantité quelconque A, nous désignerons 
par SA la Variation totale de cette quantité; par AA la partie de 
cette variation qui dépend seulement du changement de forme et 
de position du système; par DA la partie de cette variation qui 
dépend seulement du changement d’état; en sorte que nous aurons, 
en général, 


SA 


AA 



DA. 


Les courants étant uniformes, nous aurons 


DW 


o 


7 


SW 


AW, 


en sorte que l’égalité (2) deviendra 


( 3 ) 


E d\J 


EoV 



J 2 dp 
2 dt 


dt. 


Soit e la force électromotrice hydro-électrique qui agit dans le 


circuit; nous aurons 


ei dt 


ED(r 


T S). 


Soit é la force électromotrice d’induction; nous aurons 


e J dl 


dt 



® OÏL dv J dt ,, / A ds 


4 TZ 


dt 


Nous aurons donc 


£ 


T 1J dt 


Ci) 


OT 


e 


f 



T % U dl 

01 


E Dl 



J 2 


dp 

dt 


dt 



± 
4 rc 


OÏL dv S dt I A ds 




LIVRE XV. 


AIMANTS ET COURANTS UNIFORMES. 


416 


Les égalités ( 3 ) et ( 4 ), reportées dans l’égalité (i), 



l’égalité suivante : 


( 5 ) 


cUZi 


E AV 


AW 


J 2 dp 
dt 


dt 


4 TC 


^ OÏL dv J dt / A ds 

dt 


Interprétons cette égalité ( 5 ) : 

E AT représente le travail des forces intérieures qui agissent 
dans le svstème à l’état neutre : 

O 7 

AW représente le travail des forces électrostatiques données 
par la loi de Coulomb ; 

\ re P r ® sente I e travail des actions électrodjnamiques ; 


L’égalité ( 5 ) nous montre donc que, dans un système formé par 
un élément magnétique et un courant fermé et uniforme, pour 
avoir le système complet des forces intérieures, il nous faut ad¬ 
joindre aux forces que nous font déjà connaître les autres parties 
de la Physique des forces dont le travail élémentaire a pour ex¬ 
pression 




0 IL dv J dt 



Ce résultat a été obtenu en considérant seulement un élément 
magnétique et un courant fermé et uniforme. On aurait pu sou¬ 
mettre à un raisonnement analogue un système formé d’un nombre 
quelconque d’aimants et d’un nombre quelconque de courants 
fermés et uniformes, et l’on serait arrivé sans peine au résultat 
suivant : 

Dans un système formé d J aimants et de courants fermés et 
uniformes s'exercent, outre les forces connues par les autres 
parties de la Physique, des forces électromagnétiques dont le 
travail élémentaire, dans un déplacement quelconque du sys¬ 
tème, a pour expression 

(6) dZ = - A g OÏL dv J o J A ds. 


la signe v indiquant une sommation qui 



à 



combinaisons que Von peut former en prenant un 
magnétique et un courant fermé . 
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On peut encore dire que ces fo 
pour potentiel la quantité 


(7) 


i 5 


/ 


Jj TT 



0)1 dv J / A ds 


î 


à la condition de prendre seulement, dans la variation de 
cette quantité , les termes qui ne dépendent ni des change¬ 
ments d intensité des courants, ni de changement de grandeur 
de Vaimantation, ni de ses changements d'orientation par 

rappoi t a des axes invariablement lies à U élément magné¬ 
tique. 

Revenons à 1 expression, donnée par l’égalité (16) du Chapitre IV, 

de 1 énergie interne d un système qui renferme des aimants et des 
courants fermés et uniformes 


EU 


Er 



w 


-y- 



0 


\ 


dQ \ 

T 5 t)? 


( 8 ) 



J ,#(311, T) - T | di> 


*î V (i=- 

2 . jéud \ 2 F 


1 


cosO COS0' 


I 



X 


2 7 


cos oj ) J J' ds ds r . 


mais 



Nous observons que, parmi les termes qui forment le second 
membre, le potentiel électrostatique et le potentiel magnétique 
figurent avec leur signe; le potentiel électrodynamique figure, 

— ; quant au potentiel électromagnétique, 
il ne se trouve pas parmi ces termes. 

Ce résultat paradoxal s’explique comme les paradoxes du même 
genre, qui ont été étudiés au Livre XIV, Chapitre IV. Il ne doit 
donc pas nous surprendre. Il doit seulement servir à nous rap¬ 
peler de quelles précautions doivent toujours être entourées les 
applications de la Thermodynamique aux systèmes qui renferment 
des courants électriques. Il montre, avec évidence, combien les 
simples raisonnements par analogie seraient dangereux en pareil 


cas. 


§ 2 . 


Relations entre les forces électromagnétiques et l’induction 


éle ctromagnétique 


La loi des forces électromagnétiques présente, avec la loi de 
î induction électromagnétique, des relations analogues à celles que 


D. 


111 . 


27 
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la loi des forces électrodynamiques présente avec la loi de 1 in¬ 
duction électrodynamique, relations qui ont été étudiées au 

Livre XIV, Chapitre VL 


Considérons un système formé d un aimant et d un seul cir¬ 
cuit fermé. Supposons l'aimant invariable de forme, de position, 
d’aimantation ; le circuit induit, au contraire, déformable et mo¬ 
bile. 

L’aimant y engendrera une force electromotrice d induction 
électromagnétique qui aura pour valeur 


C 


A. Q 

4 x 


4 


DU. dv 


d_ 

dt 


A ds. 


Soit R la résistance du circuit. Si la force électromotrice en 
question y agissait seule, elle y engendrerait un courant ayant 

pour intensité 


J 


§ 


d 


4 


s S 3 -'*’s ' 4 * 


Sur ce courant, l’aimant exercerait certaines forces électroma¬ 
gnétiques dont le travail, dans le déplacement considéré de 1 in¬ 
duit, aurait pour valeur 





A. j dt Q DU dv -, 
4 tt kj dt 


A ds, 


ou, en remplaçant S par sa valeur, 


d(s 


W 


I 6 TT 2 H 


K S DXi dv dif^ dS ) dt ‘ 


Ce travail est certainement négatif. 

Ce résultat peut s’énoncer de la manière suivante : 

Si l’on déforme et déplace un conducteur fern 


A 


fo 


A 


considéré, elle y donnerait naissance ci un certain courant. 
Dans le déplacement considéré, les actions de Vannant sur ce 
courant effectueraient un travail négatif. En d’autres termes , 
elles gêneraient le déplacement. C’est l’extension de la loi de 
Lenz à l’induction électromagnétique. 


# 
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L’égalité 

c =r*S ■'*'*»/ A * 

I 

peut s’énoncer de la manière suivante : 

% 9 

Pour calculer la force électromotrice qu’un aimant inva¬ 
riable de forme, de position et d’aimantation induit dans un 
conducteur fermé mobile, supposez ce conducteur parcouru 
par un courant d’intensité égale à l’unité; calculez le travail 
produit, pendant un déplacement élémentaire du conducteur, 
par les actions de l’aimant sur ce courant; divisez-le par la 
durée du déplacement élémentaire, et changez le signe du 
quotient . C’est l’extension de la loi de Neumann à l’induction 
électromagnétique. 

§ 3. — Relations entre les forces électromagnétiques et les forces 

électrodynamiques. 


Les forces électromagnétiques qui s’exercent entre des aimants 
et des courants fermés et uniformes admettent pour potentiel la 
quantité 



—- ^ Oïl dv J Ç A ds. 


De là on déduit immédiatement une conséquence qui abrège 
singulièrement l’étude des actions électromagnétiques. 

Entourons l’axe magnétique de l’élément dv d’un petit circuit, 
d’aire Q ; , parcouru, dans le sens positif par rapport à cet axe ma¬ 
gnétique, par un courant d’intensité JP, telle que l’on ait 

J'Q'= OÏL dv. 

V* 

Ce sera le courant élémentaire équivalent, au point de vue de 
l’Électrodynamique, à l’élément magnétique Oïl dv. 

Le potentiel électrodynamique de ce petit courant et du courant 

fermé considéré a pour valeur 

- — J'Q 1 J f \ds = - OÏL dv3 f b. ds. 

a J fi d 



* 
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Si l’on compare cette expression à l’expression (7), on arrive 
sans peine à la proposition suivante : 

Pour obtenir les grandeurs géométriques qui représentent 
les actions mutuelles d’un courant fermé et d’un élément ma¬ 
gnétique, il suffit de multiplier par 

\J%% 

4tt51 

les grandeurs géométriques qui représentent les actions mu¬ 
tuelles du courant fermé considéré et du courant équivalent, 
au point de vue de VÉlectrody namique, à l’élément magné¬ 
tique. 

Cette proposition ramène tous les problèmes relatifs aux ac¬ 
tions électromagnétiques à des problèmes relatifs aux actions 
électrodynamiques, et par conséquent fournit la solution des pre¬ 
miers lorsque les derniers sont résolus. 

§ 4. — Remarques sur la généralité des lois de FÉlectromagnétisme. 

Pour établir, au Chapitre VI, les lois de l’aimantation par les 
courants, nous avons supposé les aimants et les conducteurs 
maintenus immobiles ; pour étudier, au présent Chapitre, les lois 
des forces électromagnétiques, nous avons supposé les aimants 
doués d’un magnétisme invariable et les courants d’une intensité 
constante. Ce mode de démonstration fait naître dans l’esprit un 
doute qu’il importe d’éclaircir : les lois de l’aimantation par les 
courants ne seraient-elles pas autres dans un système animé de 
mouvements que dans un système immobile? Les actions électro¬ 
magnétiques exercées entre un aimant dont l’aimantation varie et 
un courant dont l’intensité change ne seraient-elles pas autres 
que les actions électromagnétiques exercées entre un aimant per¬ 
manent et un courant invariable? 

Nous allons montrer que ce doute n’est pas fondé; que les res¬ 
trictions apportées à nos démonstrations avaient pour but de 
faciliter les calculs, mais que les résultats obtenus sont indépen¬ 
dants de ces restrictions. 

Considérons un système renfermant des courants, des aimants 



CHAP. VIII. 


FORCES ELECTROMAGNETIQUES. 


4 ' 2 I 


permanents 1, des corps parfaitement doux 2. L’énergie interne 

de ce système est donnée par l’égalité (8). La quantité de chaleur 

dégagée par ce système pendant le temps dt est donnée par l’éga¬ 
lité 


E«fQ 


E 8U d& e — 8 ’ ’ mv 

2 



ou bien, en négligeant, suivant l’usage établi 



s les questions de 


ce genre, le terme 





0 


T 


à& 

df I’ 


( 9 ) 


j E<fQ =T 


E<SV 


8\V 


3 L 2 


8 



i 


X 


-cosO cosO'-t- 

ir . 


X 


a r 


to i JJ 'ds ds 






,T) 


T 


âtf(dlL,T) 


dr 


dv 



8 



viv 


En second lieu, l’aimantation variant seulement sur les corps 
parfaitement doux, on doit avoir 


( 10 ) 


E c?Q 



(* 


c 


T ^ 1J tf/-+-T8 

d I 


d#(OÏL,T) 

dT 


dv 


D’ailleurs, les lois de l’induction électromagnétique donnent 



C 




EDV 


5 l 2 


D 


(ii) 


21 1 

20 


X 


cos 6 cosO' 


i 




2 r 


2 r 


— cos to \ JJ 'ds ds’ 


X 


cosQ cos 0 


t 


2 T 


T —K X 

-cosco , 

2 V } 


\ JJ 'ds ds 


4 j n _ . /*. , $ 


4 TC 



0)L dv J ô / A ds 


AC 

4 TC lij 


8 OÏL J 


A «fs 


Enfin on a 


(12) 


d&i — 8 2| 


mu 


= O. 


Les égalités (y), (io), (n), (12) donnent 


/ 


E aï 



AW 




3 t 2 


8 



1 


X 

- cosô cosô -+ 


X 


cosü) 1 U'ds ds' 


a r 


2 r 


03 ) 



4 


I 

1 


011 <fuJo jkds 
- D ?/ 



«j^fOlL, T_) gjn 



$ 


4 


- C 8011 

Tt LJ 


dv J 


A ds 


o. 


1 
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Cette identité doit avoir lieu quelle que soit la modification 
subie par le système pendant le temps dt. Or, les termes des deux 
premières lignes dépendent seulement des variations des para¬ 
mètres qui fixent la situation géométrique des diverses parties du 
système et les termes de la dernière ligne dépendent seulement 
des variations des autres paramètres. L’identité (i 3 ) se scinde 
donc en deux autres qui sont 


EAY 


AW+ A^* 


iV 2 


(i 4 ) 


A 


2 r. 


X 


cosO cosô' 



X 



cos eu I JJ'ds ds' 


1 r 



% 


4 TT 



OÏL dv J û / A ds -h dQi = o 


î 


(i5) 





^11 WR, * + * 

aJlt 4u 


Qsoil 


dç J I A c/s 


o. 


L égalité (i 4 ) redonne les lois des forces électrodynamiques et 
électromagnétiques telles que nous les avons trouvées dans ce qui 
précède, et l’identité (i 5 ) redonne les lois de l’aimantation par 
les courants telles que nous les avons établies au Chapitre VI. 
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CHAPITRE IX. 


PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DES MACHINES DYNAMO ÉLECTRIQUES. 



Il n’entre nullement dans le plan de cet Ouvrage de traiter des 

L / 

machines fondées sur les lois de l’électrodjnamique et de l’Elec- 
tromagnétisme. La description de ces machines et des diverses par¬ 
ticularités de leur fonctionnement ressortit à l’art de l’ingénieur. 
Les phénomènes dont les machines dynamo-électriques ou magné¬ 
to-électriques sont le siège sont en général trop compliqués 
pour pouvoir donner prise à une théorie rigoureuse; on doit se 
contenter, pour les étudier, de formules semi-théoriques et semi- 
empiriques. 

Toutefois, le fonctionnement de ces machines, quelle qu’en 
soit la disposition particulière, est soumis à certaines lois géné¬ 
rales et simples, et c est à l’etablissement de ces lois que sera con¬ 
sacré le présent Chapitre. Ces lois résultent immédiatement des 

principes établis dans les Chapitres précédents. 

Nous donnerons le nom de système dynamo—électrique a un 
système formé de morceaux de fer doux et de conducteurs fermes 
susceptibles d’être parcourus par des courants uniformes. 

Nous donnerons le nom de système magneto-electi ique a un 
système formé d’aimants permanents et de conducteurs fermes 
susceptibles d’être parcourus par des courants uniformes. 

Enfin un système mixte sera un système renfermant à la fois 

des fers doux et des aimants permanents. 

Pour de pareils systèmes, on peut écrire une égalité qui conduit 

à d’importantes conséquences. 

Pendant le temps dt, la quantité de chaleur d^ dégagée par le 
système doit être donnée par l’égalité (io) du Chapitre précédent, 

ip\. r««oi „ , B v 1 f; : . ’ '.■ .3 i* ' ■ V* • .. .. • , * 
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el aussi par l’égalité ( 9 ) du même Chapitre. Posons 


(0 


n 




2 (~ 


X 


cost) cos6' 



X 



COS (0 ) J i r ds ds 


2r 


Ces égalités noiis donneront 



Supposons d’abord que le système ne renferme pas de pile 
thermo-électrique ou hydro-électrique. Les forces électromo¬ 
trices ne dépendront pas explicitement de la température. On 
aura, en outre, E oT = — dz, dz étant le travail des frottements in¬ 
térieurs au système. D’ailleurs, si R est la résistance du segment 
de fil où agit la force électromotrice C, on aura 

C - RJ. 


L’égalité ( 2 ) deviendra donc, dans ce cas, 




Cette égalité (3) va nous permettre de démontrer certaines 
propositions intéressantes. 

Imaginons un système formé seulement de fers doux et de con¬ 
ducteurs. À l’instant t 0 , on suppose les fers doux désaimantés, les 
conducteurs privés de mouvement, le système à l’état neutre el 
immobile. Peut-il arriver qu’à l’instant t { les conducteurs soient 
parcourus par des courants, les fers doux aimantés, le système 
électrisé et en mouvement? 

Pour répondre à cette question, intégrons les deux membres de 
l’égalité (3) entre £„ et t { , en remarquant que, à l’instant ï 0 , on a 



Nous aurons 



n—w— 
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Le premier membre est essentiellement positif, à moins que 
tous les courants ne soient égaux à o, et que tous les conducteurs 
ne soient immobiles. 

Si tous les courants ne sont pas égaux à o, Il est certainement 
négatif. 

A 

Si tous les conducteurs ne sont pas à l’état neutre, W est cer¬ 
tainement positif. 


Si tousles fersdouxne sontpasdésaimantés, 



est certainement positif. 

Il n’y a donc que deux manières de satisfaire à l’équation pré¬ 
cédente : 

Ou bien tous les corps du système demeurent en repos, privés 
de courants, de charges électriques, d’aimantation. 


Ou bien J dJh e est positif. 

Ainsi, si nous considérons un système, dynamo-électrique ne 
renfermant pas de pile, qui soit primitivement immobile, à 
l’état neutre, désaimanté et privé de courants, il persistera 
indéfiniment dans cet état, ci moins qu’on ne le mette en mou¬ 
vement en lui appliquant des forces extérieures capables de 
produire un travail positif. 

Une machine dynamo-électrique ne s’amorce donc pas d’elle- 
même, mais seulement par le jeu d’un moteur étranger. 

Concevons maintenant une machine dynamo-électrique, ma¬ 
gnéto-électrique ou mixte, en mouvement et amorcée à l’instant t Q , 
et intégrons les deux membres de l’égalité (3) entre l’instant t 0 
et un instant ultérieur t. Nous aurons 





La quantité 
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ne peut surpasser la quantité positive 




Oïl;T)dv— n 



C’est donc une quantité qui admet une limite supérieure. 

Supposons qu’à partir de l’instant t 0 le moteur ait cessé de 

fournir du travail au système, on aura alors J d& e = o. On voit 

'0 


donc que, quel que soit 1 ,, la quantité 






ne peut surpasser une certaine limite, ce qui exige que toutes les 
intensités J tendent vers o lorsque t K croît au delà de toute li¬ 
mite et que la force vive du système tende aussi vers o. Ainsi, 
une machine dynamo-électrique, ou magnéto-électrique, ou 
mixte, étant amorcée, si l'on cesse de lui fournir un travail 
extérieur positif, elle se désamorce. 

p 

Imaginons un système dynamo-électrique, magnéto-électrique ou 
mixte, qui sert d’intermédiaire entre un moteur fournissant, dans 
le temps dt, un travail externe d^3 et une machine-outil utilisant 
un travail d^3' ; désignons par dzf le travail absorbé par les frotte¬ 
ments contre les corps extérieurs au système. 

Nous aurons 

d& e ^ d5 — (B 1 — d%". 


et l’égalité (3), intégrée entre t 0 et £,, donnera 




4 



Si la machine ne se désamorce pas, le premier terme du second 
membre croît au delà de toute limite avec t K et le second demeure 
toujours supérieur à une certaine limite. Le premier membre doit 
donc croître au delà de toute limite avec t K . Si la transmission, 
au lieu d’être électrique, était établie par un moyen mécanique, ce 
premier membre serait identiquement nul. Il y a là une différence 
considérable entre les transmissions électriques et les transmissions 
mécaniques. 
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faisons une application particulière du théorème qui précède : 
Imaginonsun système dynamo-électrique, ou magnéto-électrique, 
ou mixte, qui, périodiquement, revienne au même état avec la même 
force vive. On peut se demander a priori si, pendant la durée 9 
d’une période, un semblable système mettra en mouvement, par 
induction, une quantité d’électricité différente de o; si les forces 
électrodynamiques ou électromagnétiques effectueront un travail 
différent de o. 11 est aisé de voir qu’il en peut être ainsi, car la 
quantité d’électricité mise en mouvement, dans chaque élément 
conducteur, pendant un temps infiniment petit; le travail effectué 
par les forces électrodynamiques ou électromagnétiques, pendant 
un temps inliniment petit, se déduisent de la différentiation de 
fonctions uniformes et continues de l’état du système, mais elles 
n’en sont pas les différentielles totales . De fait, en étudiant l'in¬ 


duction uni 



, nous n avons vu qu’un système repassant 


périodiquement par la même forme pouvait mettre en mouvement, 
durant une période, une quantité d’électricité différente de o. Au 
Chapitre XI, l’étude des rotations électromagnétiques mettra le 


même 



en évidence pour les forces 



mamiques ou 


électromagnétiques. 

Considérons donc un système qui, au bout de chaque période 
de temps 9, repasse par le même état avec la même force vive. Si 
le système est formé d’une machine dynamo-électrique analogue à 
celles qu’emploie l’industrie, la période 9 sera la durée d’un tour 
de bobine; s’il renferme deux semblables machines tournant avec 
des vitesses angulaires différentes, on pourra supposer ces deux 
vitesses commensurables et prendre pour 9 un commun multiple 
des durées de révolution dans chacune des deux bobines. 


Dans l’égalité (5), faisons 


t 


1 


t 


0 



0 


Nous aurons alors 


W 



0(i>lL f T)rfp 


n 



mv 


2 


y=o, 

J<0 


et 1 


’é 



é (5) deviendra 





t 


dà 

dt 


d'à' 

dt 


dx 

dt 



n 


dt 


dt 


2 r 


Wdt. 
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La quantité 


0 



foH-0 


6 


dt 



est la valeur moyenne du travail moteur par unité de temps 


La quantité 


0 ' 





d%' 

dt 


dt 


O 


est la valeur moyenne du travail transmis par unité de temps 


La quantité 


0 " 



t 


e 


rf3r" . d-z , 

--- dit ~T“ — dt 

dt dt 


0 


est la valeur moyenne du travail employé par les résistances pas¬ 


sives. 


Moyennant ces notations, on peut écrire 


(«) 


@ — 0 ' 0 " 



i 2 / 

1 f) 




RJ *dt 


Lorsqu 1 un système dynamo-électrique, ou magnéto-élec¬ 
trique, ou mixte, employé à transmettre le travail d'un mo¬ 
teur à une machine-outil, est en marche régulière, la quantité 
de travail qu'il emprunte au moteur est supérieure à la quan¬ 
tité de travail qu'il emploie à actionner l’outil et à vaincre 
les résistances passives. Ces quantités de travail sont égales, 
si la transmission s'ejfectue par des moyens mécaniques. 

Le rendement de la machine est la quantité 


P 


0 


D’après l’égalité (6), on a 


0 


If 



I 


•'1 o 




RJ 2 dl 


0 


Lorsque la transmission s’effectue par des moyens mécaniques, 


on a 


P 


i 


0 " 

» 

0 


Le rendement d’une transmission mécanique tend vers i lorsque 
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memes 


les frottements deviennent infiniment faibles. Dans les 

conditions, le rendement d’une transmission électrique tend vers 
la limite, inférieure à l’unité, 


1 


iU 


/ o -h 0 


RJ 2 dt 


0 


Une transmission électrique est donc comparable, au point de 
vue du rendement, à une transmission mécanique dans laquelle 
les frottements absorberaient en moyenne, pendant l’unité de 
temps, un travail 


e" 


1 


,11 


f 0 -nO 


RJ-c// 1 . 


Une transmission électrique serait donc moins avantageuse 
qu’une transmission mécanique, si les frottements de ces deux 
transmissions absorbaient en moyenne le même travail par unité 
de temps. Mais il se peut que, en substituant une transmission 
■électrique à une transmission mécanique, on diminue le tra¬ 
vail 0" absorbé par les frottements pendant l’unité de temps d’une 

quantité supérieure à 


m. 




RJ 2 ^. 


La substitution de la première transmission à la seconde sera alors 

avantage use. 

La quantité 


2 / 

l o 


0 


RJ *dt 


a une 
avait 


signification simple. Nous avons vu, en effet, que 1 on 





RJ 2 dt 



G- T Sï IJrf( 


D’ailleurs, la quantité de chaleur dégagée par le système dans le 
temps dt a pour valeur 


dQ 


É 2 


r 

O 


> J dt 



î 'f •-!%** 


Si l’on observe que la quantité f - - - - dv reprend à 1 in- 
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stant (/„ -b B) la même valeur qu’à l’instant £ 0 , on voit que la quan¬ 
tité de chaleur Q dégagée par le système pendant la période 9 
sera donnée par l’égalité 


Étudions maintenant un système renfermant des forces élec¬ 
tromotrices hydro-électriques. Si Tj désigne l’une de ces forces, le 
premier membre de l’égalité (i) aura pour valeur 



On aura d’ailleurs 

— EST = 2 ( 7 >- t 5t) 5dt - 

L’égalité (3) sera donc remplacée par la suivante 



Si les piles que renferme le système sont disposées de telle 
sorte cjue ^ r, J dt soit positif, on verra que le système pourra 
non seulement s’amorcer de lui-même, mais même s’amorcer en 


effectuant un certain travail. 

En appliquant l’égalité précédente à un système qui repasse 
périodiquement par le même état électrodynamique et magné¬ 


tique, on trouve 








Dans ce cas, il n’est plus nécessaire de fournir au système plus 
de travail qu’il n’en peut rendre. 11 peut, au contraire, rendre 
plus de travail qu'on ne lui en fournit. Le travail ainsi rendu est 
toujours inférieur à 

J /.-t-0 

7) J dt, 

c’est-à-dire au travail non compensé engendré par les réactions 
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chimiques dont les piles sont le siège pendant le temps 8 . Il ne 
peut atteindre cette limite sans que la machine se désamorce. 

Il est facile de voir que la quantité de chaleur Q engendrée 
dans le système pendant le temps t est donnée par l’égalité 



RJ 2 dt 


ce qui peut encore s’écrire 




Cette dernière expression montre que la quantité de chaleur 
dégagée dans le système pendant un certain temps est la- 
somme de la quantité de chaleur que dégagerait la réaction 
chimique produite dans les piles pendant le même temps et de 

Al 

la chaleur équivalente au travail produit par les forces exté¬ 
rieures . 

Ces deux égalités rendent compte des expériences faites par di¬ 
vers auteurs, et notamment par Favre (*), sur les phénomènes 
calorifiques qui se produisent dans un système composé d’une 
pile et d’un électromoteur. 


(’) P.-A. Favre, Recherches sur les courants hydro-électriques (troisième 
Partie). Relation entre la chaleur dépensée par un courant qui produit un 
travail mécanique et la chaleur engendrée par l’action chimique qui déve¬ 
loppe ce courant (Comptes rendus, t. XLV, p. 56 ; 1857 ). 
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CHAPITRE X. 

ACTION D’UN COURANT FERMÉ ET UNIFORME SUR UN AIMANT. 


§ 1. — Action d’un courant fermé et uniforme sur un aimant. 

Expérience de Biot et Savart. 


La proposition démontrée à la fin du § 3 du Chapitre VIII 

nous fournit immédiatement la loi de l’action exercée par un cou¬ 
rant fermé et uniforme sur un aimant. Si l’on observe que le pe- 

t V V 1 

tit courant plan équivalent à un élément magnétique est assimi¬ 
lable à un solénoïde infiniment court dont les pôles coïncideraient 
avec les pôles de même nom de l’élément magnétique, et si l’on 
se reporte aux égalités (i3) (Livre XIV, Chap. X), qui définis¬ 
sent l’action d’un courant fermé et uniforme sur un pôle de so¬ 
lénoïde, on arrive sans peine à la conséquence suivante : 

Un courant fermé et uniforme cVintensité J agit sur un 
aimant comme si chaque élément ds de courant, placé au 
point {x, y, z), exerçait sur chaque masse magnétique p., pla¬ 
cée au point (ç, r,, ^), une force ayant pour composantes 



On peut, comme le voulait Biot, supposer cette force appli¬ 
quée au point (£, r,, Ç) où se trouve la masse p., ou bien, 
comme le voulait Ampère, au point (x, y , z) où se trouve 
l’élément ds, ce dernier point étant supposé invariablement 
lié à l'aimant. 
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Cette loi est généralement connue sous le nom de loi de La— 

On sait qu on peut encore l’énoncer de la laçon suivante : 

Un couvant fermé et uniforme agit sur un aimant comme 
si chaque élément ds du courant exerçait sur chaque masse 
magnétique p. une force normale à Vélément de courant, nor - 

w 

male à la ligne de jonction de Vélément ds et de la masse [a, 
dirigée vers la gauche de Vobservateur placé en Vélément de 
courant et regardant la masse jx, et ayant pour grandeur 

üj , sin(/*, ds) 

— — (J-J-- as. 

4 TI /’- 

Le point çV application de cette force peut être pris coïncidant 
soit avec la masse tx, soit avec Vélément ds. 

Les développements donnés au Livre XIV, Chapitre X, nous 
fournissent quelques conséquences de cette loi, qui sont suscep¬ 
tibles d’être vérifiées expérimentalement. 

i° Un élément magnétique horizontal, mobile autour d’un axe 
vertical, soumis à l’action d’un courant rectiligne, indéfini, ren¬ 
contrant l’axe, se mettra en croix avec le courant; le pôle austral 
sera à droite du courant si la constante J) est positive, et à gauche 
si la constante il) est négative. 

On sait qu’en effet, dans ces conditions, une petite aiguille ai¬ 
mantée se met en croix avec le courant, et que son pôle austral se 
place à gauche du courant. C’est la célèbre expérience d’OErs- 
tedt ('), faite en 1820 , point de départ de toutes les recherches 
qui ont constitué l’Éléctrodynamique et rÉlectromagnétisme. 
L’expérience d’OErstedt est donc une première vérification expéri¬ 
mentale des lois précédentes et, de plus, elle établit ce fait capital : 

La constante J) est négative. 

2 0 Imaginons un courant indéfini, situé dans un plan vertical, 
parcourant les deux côtés MN, NlW (fig> 64) d un angle 2 a; 


( 1 ) OErstedt, Expérimenta circa effectum conflictus electnci in acum nia- 
gneticum; Hafniae, 1820 ( Collection de Mémoires publies par la Société fran¬ 
çaise de Physique, t. II, p. 1 ). 



* 
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sur le prolongement de la bissectrice se trouve un pôle austral 
d’aimant A ; p est la distance AN. 


Fig. 64. 



Le courant exerce sur le pôle d’aimant une force horizontale G, 
dirigée en avant du plan du courant et ayant pour grandeur 



§ p J 

2 k p 


tan g 



t 


De ce résultat, on peut déduire une formule susceptible d’une 
vérification expérimentale. 

Le plan du courant (Jig.6 5) est perpendiculaire à la méri¬ 
dienne magnétique uv dirigée vers la gauche du coulant. 


Fig. 65 



1 " ^ 

liîl U, 

ï * 


s u r 



prolongement de la bissectrice de l’angle 


se trouve le 



int où un fil 




cocon vient soutenir un petit aï 
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loi précédente. Ces forces tendent à orienter BA suivant pv. Le 

magnétisme terrestre exerce une action semblable. p.v est donc la 
position d’équilibre de B A. 

Écartons BA de p.v d’un angle 9 vers l’ouest. Un couple tendra 
à ramener BA suivant [i.v. Calculons le moment de ce couple. 

L action du courant fournit à ce moment un terme 

$ J /. “ • A 

27T p tan » ^ S1Il0 > 


l étant la distance des deux pôles. L/action du magnétisme ter¬ 
restre fournit un terme 

[ilü sin0, 

H étant la composante horizontale de la force magnéticrue ter¬ 
restre. 

Si l’on désigne par M le moment magnétique pt. / de l’aimant, on 
voit que le couple à calculer aura pour moment 

M - - - tangsinB. 

\ 27T p ° 2/ 


Après avoir écarté l’aimant de sa position d’équilibre, laissons- 
le osciller. Soit I son moment d’inertie par rapport au fil de sus¬ 
pension. Le nombre n d’oscillations par seconde aura pour va¬ 
leur 



Sur le même aimant, faisons agir successivement, à des di¬ 
stances différentes, des conducteurs formant des angles différents, 
traversés par des courants d’intensité différente. 

Soient n , n f , n n , ... les nombres d’oscillations trouvés dans 
des expériences différentes. D’après la formule ( 2 ), nous aurons 

n"2 — n' 2 

n ' 2 — n' 2 


J' a 

77 g 
P 


t 


J a 

- tang - 

P 2 


J" cc 

- tang 
0 2 


tf 


y * 

7 tan s ï 


« 
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et, dans le cas particulier où les courants ont la même intensité, 




i a 

tansr - 


!t 


X 


r 


p 


i a 

> tang 


2 


i a 

— tang - 

P 2 


f 


I CL 

- tan^- 
p 2 


Cette relation se prête aisément à des vérifications expérimen¬ 
tales. 

Biot et Savart ( * ), en opérant sur un courant rectiligne, avaient 
d’abord vérifié l’égalité 


i 


i 






et en avaient conclu que l’action d’un courant rectiligne sur un 
pôle d’aimant est en raison inverse de la distance du courant au 
pôle. Laplace ( 2 ) montra que cette loi s’accordait avec une action 
en raison inverse du carré de la distance exercée par chaque élé¬ 
ment de courant sur un pôle d’aimant. 

Plus tard, Biol et Savart ( 3 ), en étudiant l’action d’un courant 
angulaire, crurent déduire de leurs expériences la relation 


i . 


n 


"2 


n 


'2 


P 


n 


sin a 


a 


i * , 

-, sin a 


P 


n 


'2 


n- 


i . 

-- sin a 

P 


i . 

- sina 

P 


Mais Savary ( 4 ) montra que, dans les idées d’Ampère, celte rela- 


(*) Biot et Savart, Mémoire sur l'action d'un fil rectiligne sur un aimant, 


lu à l’Académie des Sciences le 3 o octobre 1820 et non publié {voir Biot, 
Précis élémentaire de Physique , t.-Il, p. 70/J; 1 8 ^ 3 , et Collection de Mémoires 
publiés par la Société française de Physique, t. II, p. 80). 

(-) Laplace n’a rien publié à ce sujet; nous ne connaissons sa participation à 
la découverte des lois de l’Électromagnétisme que par le témoignage de Biot. 


( 3 ) Biot et Savart, Mémoire sur l'action d'un fil oblique sur un aimant, 
communiqué à l’Académie le 18 décembre 1820 et non publié {voir Biot, Précis 
élémentaire de Physique, t. II, p. 704; 1823, et Collection de Mémoires publiés 
par la Société française de Physique, t. II, p. 80). 


( 4 ) F. Savary, Mémoire sur l'application du calcul 
trodynamiques {Journal de Physique, t. XCVI, p. 1; février 
de Mémoires publiés par la Société française de Physique . t. II, p. 36 ^). 


aux phénomènes élec- 

, — Collection 
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tion devait être remplacée par la relation (3), avec laquelle, d’ail¬ 
leurs, s’accordèrent les expériences postérieures de Biot et Savart. 


§ ~* — Application. — Boussole des tangentes. 

Comme application des formules qui représentent l’action d’un 
courant sur un élément magnétique, nous indiquerons le principe 
fondamental de la boussole des tangentes. 

Un cadre circulaire ( Jig . 66), placé dans le plan du méridien 
magnétique, est parcouru par un courant d’intensité J. Un très 



petit aimant AB est suspendu au centre de ce cadre par un fil de 
cocon. Supposons l’aimant BA dévié d’un angle 8 à l’est de la 
méridienne magnétique, que nous supposons en même temps être 
la gauche du courant. Déterminons le couple qui tend à faire 

croître cet angle 9. 

Si M est le moment magnétique de l’aimant et H la composante 
horizontale du magnétisme terrestre, l’action du magnétisme ter¬ 
restre fournit à ce couple un terme 

— HMsinO. 


Chaque élément ds du courant exerce sur la masse p, concen¬ 
trée au pôle A, une force normale au plan du cadre, dirigée vers 

la gauche et ayant pour valeur 



Ici r est sensiblement égal au rayon R du cadre et sin(r, ds) à 
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l’unité. Toutes ces forces, toutes les forces analogues agissant 
sur le pôle B, fournissent donc au couple un contingent 


MJ 
2 R 


cosO. 


Le couple cherché a pour valeur 


M f H sinO 


4) J_ 
R 


cos’oV 


et la condition d’équilibre du système est exprimée par l’égalité 


y- J 

4 TC 


RH 


2 7C 


tangO 


Si l’on a eu soin de déterminer, au lieu où se fait l’observation, 

* 

la valeur de la composante horizontale du magnétisme terrestre, 
la lecture de la tangente de la déviation permettra de déterminer 
la valeur du produit 

- £j. ' 

4 TT 

La boussole des tangentes permet aussi de déterminer, lorsqu’on 
l’emploie comme galvanomètre balistique, la quantité d’électri¬ 
cité que transporte un courant d’induction de très peu de durée. 

Imaginons qu’à l’instant t — o, le cadre ne soit traversé par 
aucun courant et que l’aiguille soit au repos suivant la méridienne 
magnétique. On lance dans le cadre un courant variable qui dure 
un temps extrêmement court, depuis t = o jusqu’à t — x. Pen¬ 
dant ce temps très court, 9 ne varie qu’extrêmement peu. L’action 
du courant sur l’aimant est donc assimilable à une percussion 
dont le moment par rapport à l’axe de suspension est 



Q étant la quantité d’électricité que l’on veut évaluer. Oette per¬ 
cussion donne à l’aiguille une vitesse angulaire initiale w 0 , telle 



I étant le moment d’inertie de l’aiguille par rapport à l’axe de 
suspension. 
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A partir du temps t l’aiguille n’est plus soumise qu’à l’action 
du magnétisme terrestre, dont le moment par rapport à l’axe de 

suspension est 


MH sinQ. 


La vitesse angulaire changera donc de signe, en passant paro, au 
moment où 9 prendra la valeur 0 définie par l’égalité 


0 


I wJî 


2 MH 



sin 9 c?0 


o 


Ces égalités donnent 


( 4 ) 


A 

4 7T 


Q 


R . 0 

— sin — 

7T 2 



H 

M 


I, 


relation qui permet, ainsi que nous l’avions annoncé, de déter¬ 


miner 


A 

4 71 


Q- 


§ 3. 


Action de la Terre sur un courant fermé. 


Les résultats précédents ont été tirés immédiatement, au moyen 
de la règle établie au Chapitre VIII, des résultats obtenus dans 
l’étude de l’action des courants fermés les uns sur les autres. 

Voici encore un résultat que nous tirerons presque sans inter¬ 
médiaire de ceux que nous avons déjà établis. 

Le potentiel mutuel d’un aimant et d’un courant fermé a pour 


valeu 


r 


45 


4 



OU dv J 


A ds. 


* d* 

L’égalité (6) du Chapitre III nous permet de lui donner la forme 



V étant la fonction potentielle de l’aimant et dû un élément d une 

aire à deux côtés passant par le courant. 

Si l’aimant considéré est la T.erre, si le cadre est plan, si F est 

la force magnétique terrestre, cette quantité pourra s écrire, 
comme nous l’avons vu au 8 2 du Chapitre III, 


— AfûJ cos(F, N). 

4tt 
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Ce potentiel est identique à celui de la Terre sur une aiguille 
aimantée ayant son axe magnétique dirigé suivant la normale po¬ 
sitive au cadre et pour moment magnétique 



Sous Faction de la Terre, la normale au cadre s’orientera comme 
cette aiguille, ainsi qu’Ampère a découvert. 
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CHAPITRE XI. 

ACTION D’UN AIMANT SUR UN ÉLÉMENT DE COURANT UNIFORME. 

ROTATIONS ÉLECTROMAGNÉTIQUES. 




L’action d’un aimant sur un élément de courant uniforme se 
définit exactement comme au Livre XIV, Chapitre VU, nous avons 
défini l’action d’un courant sur un élément de courant. Les actions 
qu'un courant exerce sur un élément de conducteur AB, tra¬ 
versé par un courant uniforme cl'intensité J, sont telles que, 
dans tout déplacement élémentaire qui amène Vélément en 
A'B', elles effectuent un travail égal au potentiel électro¬ 
magnétique de Vaimant sur le conducteur fermé AB B'A'A 
parcouru, dans le sens des lettres, par un courant d'inten¬ 
sité J. 

Cette définition permettrait de calculer les actions en question. 
Mais on peut se dispenser de ce calcul. Soit IT le potentiel élec¬ 
tromagnétique de l’un des éléments de l’aimant sur le petit circuit 
considéré. Soit P le potentiel électrodjnamique du courant équi¬ 
valent à l’élément magnétique sur le même circuit. Nous savons 



Or II est le travail des actions exercées par l’élément magnétique 
sur l’élément AB lorsque celui-ci vient en A^B , P est le travail 
des actions exercées par le courant équivalent à 1 élément magné¬ 
tique sur l’élément AB. 

Les grandeurs géométriques qui représentent les piemieies 
tions s’obtiennent donc en multipliant par 

_ jpy/a 

1\tz% 

les grandeurs géométriques qui représentent les secondes. 
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Or ces dernières ont été étudiées au Livre XIV, Chapitre XI. 
Les résultats contenus dans ce Chapitre nous permettent d énoncer 
la proposition suivante : 

Un aimant agit sur un élément de conducteur ds : traversé 
par un courant uniforme d’intensité J, comme si chaque masse 
magnétique u. de Vaimant engendrait une force appliquée au 
milieu de Vélément et ayant pour composantes 



x, y, z sont les coordonnées d’un point de l’élément ds; et 
7], Ç, les coordonnées de la masse p.. 

Nous n’examinerons qu’un problème relatif aux actions qu’un 
aimant exerce sur un segment de conducteur traversé par un cou¬ 
rant uniforme : c’est le problème des rotations électromagné¬ 
tiques (■ ). 

Imaginons le dispositif suivant : 

Deux cuvettes circulaires, G et G' (fi g . 67), pleines de mercure, 
ont même axe et sont placées l’une au-dessus de l’autre. Un fil 
métallique MM 7 , mobile, les relie l’une à l’autre. Un aimant AB 
est disposé suivant l’axe de l’instrument. 

Un courant d’intensité J arrive dans la cuvette G, s’y divise en 
deux branches qui se rejoignent pour parcourir le fil Ml VL; il se 
sépare de nouveau en deux branches dans la cuvette G 7 et enfin 
retourne à la pile. 

L’expérience montre que, dans certaines circonstances, le fil 
mobile MM 7 prend un mouvement de rotation autour de l’axe de 
l’appareil. Calculons le moment du couple qui tend à le faire 
tourner de gauche à droite. 

Supposons que le lil tourne, dans ce sens, d’un angle 
MOM 1 = c?a {fig. 68), de manière à venir en i\L|M,. Soit L le 


(*) Les ro tâtions électromagnétiques ont été découvertes par Faraday en 1822 
(Faraday, Experimental lîesearc/ies in Electricity, t. II, p. 127 . 
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moment du couple qui tend a le faire tourner. Le travail produit 
est L da. 


Fig. 67- 



MM 


Celles 


i° Les actions exercées par l’aimant AB; 

2 0 Les actions exercées par le courant dont 


MM 


partie 


Fig. 68. 



Les premières sont proportionnelles à l’intensité J du courant, 
les secondes au carré de cette intensité. Si l’intensité du courant 
est faible, les secondes pourront être négligées en comparaison 
des premières. 

Dans ces conditions, il résulte sans peine de la définition posee 


I 
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au commencement de ce Chapitre que Lrfa est égal au potentiel 
électromagnétique de l’aimant AB sur le circuit MM'M , ( M 1 M, 
traversé, dans le sens des lettres, par un courant d’intensité J. On 
voit, par raison de symétrie, que L conservera la même grandeur 
pendant toute la durée de la rotation. 

Si le fil tourne d’un angle fini MOm = a, de manière à venir de 
MM' en mm! ( fig. 69), on verra aisément que le travail produit 

Fig. 6g. 



La est égal au p^ ntiel électromagnétique de l’aimant sur le cir¬ 
cuit MM'm'mM parcouru, dans le sens des lettres, par un courant 
d’intensité J. 

Supposons, en particulier, que le fil ait accompli une révolution 
tout entière {fig- 70). Le travail produit a alors pour valeur 2 tcL. 



11 est toujours égal au potentiel de l’aimant sur le circuit 

MM'G'm'mGM. 

Mais MM', mm' coïncident ici et sont parcourus par des cou- 
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Teints égaux et de sens contraire. Le potentiel en question. se ré¬ 
duit donc à la somme du potentiel de l’aimant sur le contour G 
parcouru de droite à gauche par un courant d’intensité J, et sur 
le contour G ; parcouru de gauche à droite par le même courant. 

Soient ds et ds deux éléments des circuits G et G^ parcourus 
de gauche à droite. Nous aurons 



Supposons, en particulier, que l’aimant soit une aiguille très 
fine, assimilable à un solenoide magnétique. Si p. désigne la masse 

magnétique que l’on peut imaginer à l’extrémité australe A de ce 
solénoïde, nous aurons 

011 dv = [j. dl 

et 



Soient f{x,y> z), les fonctions non uniformes qui 

représentent l’angle sous lequel, d’un point donné, on voit le côté 
positif de surfaces passant par les contours G et G'. L’égalité pré¬ 
cédente deviendra 



Nous supposerons le pôle austral du solénoïde dirigé vers le 
haut. S’il en était autrement, les effets que nous allons décrire 
seraient renversés. Puis, comme dans l’étude de l’Induction uni¬ 
polaire (Livre XIII, Chap. IX), à Laquelle nous renverrons pour 
le détail des calculs, nous distinguerons trois cas : 

i° Le solénoïde magnétique ne perce ni Vun, ni Vautre des 
plans des deux cercles G et G'. Il est, par exemple, situé tout 

entier entre ces deux plans. 

Soient ?etf' les valeurs absolues des angles sous lesquels, 
d’un point du solénoïde magnétique, on voit les cercles G et G ; . 
Il est facile de voir que, dans le cas actuel, on aura 

L = — J p(W a + W' a -W b - n). 

O TC- 

ê 

Si, comme il arrive souvent dans la pratique, les deux cuvettes 
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ont un très petit rayon, L sera négligeable et le fil ne tournera 
pas. 

2 ° Le solénoïde magnétique AB perce le plan d'un des deux 
cercles, par exemple du cercle inférieur. 

On aura 

l = - J t x(w«-Hw;-w ô +w , 6 - t -4Tr). 

O 7T“ 

Si les deux cuvettes sont très petites, cette valeur se réduit à 



Cette valeur est positive comme (— $)■ Le fil tourne de 
gauche à droite. 

O 

3° Le solénoïde magnétique AB perce les plans des deux 

cercles . 

On aura alors 

l=- 

8t: 2 


Si les deux cuvettes sont très petites, cette valeur est très pe¬ 
tite et le fil ne tourne pas. 

Si l’on maintenait constante l’intensité du courant qui parcourt 
le système, le couple qui tend à faire tourner le fil mobile aurait un 
moment sensiblement constant, et, par conséquent, en l’absence 
de frottements, le fil prendrait un mouvement de rotation unifor¬ 


mément accéléré. 

11 n’en est plus de même si l’on entretient le courant au moyen 
d’une force électromotrice constante. Dans ces conditions, en 
effet, le mouvement du fil engendre, par un phénomène d’induc¬ 
tion unipolaire électromagnétique, absolument analogue à l’in¬ 
duction unipolaire électrodynamique que nous avons étudiée au 
Chapitre IX du Livre XIII, un contre-courant dont il faut tenir 

compte. 

Prenons, par exemple, le second cas. 

A un moment où le courant qui parcourt le fil mobile a pour 
intensité .1. le couple qui tend à le faire tourner de gauche à droite 

a pour moment 


& 


2TÎ 


J [JL 


L 
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fëLa force éleclromolrice d’induction engendre 

de M 7 


un courant 


vers 
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dirigé 


Chap. IX, égalité (17)], 


, et ayant pour intensité moyenne [Livre XIII 


1 


3 


€) [J. 

7“ p w 

4 TT K 


) 


ü> étant la vitesse angulaire du (il, et R la résistance de l’appareil. 
Si E est la force électromotrice de la pile, l’intensité moyenne du 


courant 



sera 


J 


R 


E 



4 TT 


[JL O) 


et la valeur moyenne du moment du couple sera 


L 


i5 J H 


1 ~ 


R 


E 



Ê- 

4 TT 


IJLOJ 


i) étant négatif, on voit que cette valeur du moment du couple 
diminue au fur et à mesure que la vitesse augmente. Au moment 


où la vitesse angulaire atteint la 


vale 


ur 


1 ttE 


to 


I 


A) 


le moment du couple devient nul, et le mouvement du fil devient 
un mouvement de rotation uniforme. 

On peut donner à l’expérience précédente une autre forme sur 
laquelle il est nécessaire que nous insistions un instant. Dans 
cette nouvelle forme, l’aimant est mobile et traversé par le cou¬ 
rant. 

L’aimant, placé verticalement (fig- 71), porte à ses extrémités 
deux pointes P, P', par lesquelles il repose dans de petits godets. 
Il est ainsi susceptible de se mouvoir autour d’un axe vertical. 
Le courant, issu de la pile O, entre en M dans une première cuvette 
annulaire remplie de mercure. Il en ressort en C pour penetrer 
dans l’aimant en suivant le chemin GDA. Il ressort de l’aimant 
en E pour se rendre, parle fil EF, dans une seconde cuvette annu- 

lcnrn nlmnf» rlp mpppurP Tl pn ressort en M 7 Dour retourner à la 


pile. 

La partie mobile de l’appareil est à la fois l’aimant AB et le seg¬ 
ment de conducteur CDEF. 

Les actions auxquelles cette partie mobile est soumise sont : 
i° Les actions de l’aimant sur lui-même; 
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2° Les actions du courant fermé et uniforme que renferme l’ap¬ 
pareil sur l’aimant; 

3 ° Les actions de l’aimant sur le segment de courant CDEF ; 
4 ° Les actions du courant fermé et uniforme que renferme l’ap¬ 
pareil sur le segment de courant CDEF. 



Les premières de ces actions admettent un potentiel, le poten¬ 
tiel magnétique de l’aimant, qui demeure invariable pendant toute 
la durée du mouvement. Elles n’eiFecluent donc aucun travail 


et peuvent être laissées de côté. 

Les secondes admettent un potentiel : le potentiel éleclroma- 


< » 
O 




nétique du courant sur l’aimant. A chaque révolution, ce 
liel reprend la même valeur. Le travail moyen/ effectué par 
secondes actions durant une révolution de la partie mobile de 
l’appareil étant nul, ces actions ne peuvent tendre à imprimer un 
sens de rotation uniforme à la partie mobile de l’appareil. Il en 

est de même pour les quatrièmes. 

Le phénomène de rotation observé est donc dit aux actions de 
la troisième catégorie, que l’on peut d’ailleurs étudier comme 
dans l’expérience précédente. 
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4 


Ainsi 1 expenence gr question mot en cvkIgiicGj comme la pré¬ 
cédente, la rotation d’un segment de courant sous Faction d’un 
aimant, seulement 1 aimant agissant, étant invariablement lié au 
segment de conducteur mobile, est mis en mouvement avec lui. 

Cette expérience de rotation d’un segment de courant sous l’ac¬ 
tion d’un aimant a reçu le nom de rotation d'un aimant par un 
courant. Cette dénomination impropre se relie à des interpréta- 
tions inexactes qui ont été données de l’expérience en question. 
Nous allons dire quelques mots de ces interprétations. 

Les actions mutuelles d’un courant fermé et uniforme et d’un 
aimant, les actions d’un aimant sur un segment de courant, grand 
ou petit, sont des grandeurs qui existent réellement; elles peuvent 
être observées et mesurées; au contraire, on ne peut observer 
l’action d’un élément de courant sur un aimant : une semblable 
action n’a pas d’existence réelle; c’est seulement une fiction ma¬ 
thématique qui sert d’intermédiaire pour calculer Faction d’un 
courant fermé et uniforme sur un aimant. 

Il en résulte qu’il n’j a pas à discuter pour savoir quelle est la 
véritable loi de Faction d’un élément de courant uniforme sur un 
aimant; toutes les lois qui conduiront au même résultat lorsqu’on 
les appliquera au calcul de Faction d’un courant fermé et uniforme 
sur un aimant sont aussi justes les unes que les autres. 

Cette idée n’était point encore entrée dans les esprits à l’époque 
d’Ampère et de Biot; elle eût su ffi à empêcher une discussion 
fort vive qui eût lieu entre ces deux physiciens. 

Ampère et Biot (*) admettaient tous deux que Faction d’un élé¬ 
ment de conducteur ds , traversé par un courant uniforme d’inten¬ 
sité J, sur un pôle d’aimant p situé à la distance r, est une force 
normale à la direction de r et de ds , dirigée à gauche de l’ob¬ 


servateur placé suivant l’élément ds et regardant le 



[a, et 


ayant pour valeur 


A 

4 TC 


l X 


sin(r.A) 

r>2 


Mais 


(' ) Ampère, Théorie mathématique des phénomènes electrodynamiques , 
ùquement déduite de l’expérience ( Collection de Mémoires publies par la 
’iciété française de Physique, t. III, pp. 1S2 et suiv.). 


D. 


III. 


29 
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l’aimant, Ampère, s’appuyant sur le principe de l’égalité entre 
l’action et la réaction, qui sert de point de départ à ses recherches 
d'Électrodynamique, prétendait que le point d’application de cette 
force coïncidait avec un point de l’élément ds. 

Nous avons vu (Livre XIV, Chap. XI) que ces deux lois don¬ 
naient le même résultat lorsqu’on les appliquait au calcul de l’ac¬ 
tion exercée par un courant fermé et uniforme sur un aimant; 
donc, d’après ce que nous venons de dire, elles sont aussi bonnes 
l’une que l’autre. 

Mais Ampère n’était pas de cet avis. 

Il chercha, ce que nous voyons bien aujourd’hui être dépourvu 
de sens, à décider par l’expérience entre la manière de voir de 
Biot et la sienne. Il crut avoir trouvé dans les soi-disant phéno¬ 
mènes de rotation d’un aimant par un courant, découverts par 
Faraday, l’expérience décisive qu’il cherchait. 

Les actions du segment de courant extérieur M'OM sur l’ai¬ 
mant ayant, d’après lui, leur point d’application hors de l’aimant, 
peuvent faire tourner l’aimant autour de son axe, tandis que, d’a¬ 
près Biot, les points d’application se trouvant à l’intérieur même 
de l’aimant, l’aimant, s’il est mince, ne peut tourner autour de 


son axe. 

Ampère crut, par là, avoir ruiné la manière de voir de Biot, ne 
s’apercevant pas que, dans toute expérience, l’aimant est soumis 
à l’action d’un courant fermé et uniforme et que, par conséquent, 
toute expérience qui s’expliquait par sa loi devait s’expliquer 
aussi par la loi de Biot et inversement. 

Sir YV. Thomson a fourni, de son côté, une interprétation 
inexacte des phénomènes en question. Cette interprétation est 
reproduite aujourd’hui dans la plupart des Traités d’électri¬ 
cité ( 1 ). 

Considérons un courant fermé C et un élément magnétique 
OlWe. Leur potentiel électromagnétique est 

~ J 011 dv f A ds. 

4 * J r 


( 1 ! Maxwell, Traité d'Electricité et de Magnétisme, trad. par Scligmann-Lui, 
t. Il, pp. 1 5 1 et i ô-i. - Mascart et Joubeut, Traité d'Electricité et de Magnétisme, 

t. I j p. ^91* 
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Soient 

dl la direction de l’axe magnétique de l’élément; 
llf la masse magnétique définie par 

D\b dv — j xdl; 

f{x,y, z) la fonction non uniforme définie au Chapitre HT de 
l’Introduction ; 

% 

Le potentiel en question peut s’écrire 



On voit qu’il a la même valeur que si les actions mutuelles d’un 
courant fermé et d’une masse magnétique ia (£, rj, Ç) admettaient 
pour potentiel la quantité 

= TZ. *)> O- 

4 TT 

Cette quantité n’est point une fonction uniforme des coordonnées 
7], Ç, de la masse [a. 

Supposons que l’on fasse décrire à la masse ja un chemin fermé 
perçant n fois de la face négative à la face positive et n! fois de la 
face positive à la face négative une aire à deux côtés passant par 
le contour C. Il aura augmenté de 


Jj pi J ( n — n'). 

Ce fait est, d’après Sir W. Thomson, l’explication des phéno¬ 
mènes de rotation d’un aimant par un courant. 

Soit un aimant AB ( fig . 72) qui sert en partie de véhicule à un 

courant fermé C. 


Fig. 72. 



Considérons une masse magnétique M de cet aimant. 

Si l’aimant effectue une révolution de gauche à droite autour 





452 LIVRE XV. — AIMANTS ET COURANTS UNIFORMES. 


de son axe, cette masse traversera une fois la surface menée par 
le courant fermé, en passant de la face négative à la face positive. 
Les actions du courant sur cette masse auront effectue un tiu- 




Elle est donc l’origine d’un couple tendant a 
mant de gauche à droite et ayant pour moment 



faire tourner l’ai- 


Ce sont ces couples qui, d’après Sir W. Thomson, font tourner 
l’aimant. 

11 est vrai que, si un aimant se déplace en présence d un cou¬ 
rant fermé, de manière à revenir à sa position primitive, certaines 
parties de l’aimant pourront bien, à chaque révolution, traverser 
une surface à deux côtés menée par le courant; mais Sir W. Thom¬ 
son oublie que ces parties renfermeront toujours autant de fluide 
positif que de fluide négatif. Auprès d’une masse de fluide positif, 
dont le potentiel sur le courant aura crû de 


p.J (n — n'), 

se trouvera une masse égale de fluide négatif dont le potentiel 
aura crû de 

— ty [jlJ (n — n' ) ; 


en sorte que le potentiel total de l’aimant sur le courant n’aura 
pas varié. 

Lorsqu’un aimant part d’une certaine position, puis y revient, 
le travail total des actions d’un courant ferme sur cet aimant est 
égal à o. Les actions d’un courant fermé ne peuvent donc, comme 
le voulait Sir W. Thomson, produire un déplacement d’un ai¬ 
mant suivant un chemin fermé. 




CHAPITRE XII. 

RELATION ENTRE LES DEUX CONSTANTES FONDAMENTALES 
DE L'ÉLECTRODYNAMIQUE ET DE L’ÉLECTROMAGNÉTISME. 


Avant la théorie indiquée dans le présent Livre, les lois de l’É- 
lectromagnélisme étaient obtenues comme conséquence de l’ana¬ 
logie, admise en principe, des solénoïdes magnétiques et des 
solénoïdes électrodynamiques. Les expériences d’OErstedt et de 
Biot et Savart ont fait connaître seulement l’action d’un courant 
rectiligne indéfini sur un pôle d’aimant. Comme Ampère l’a si 
sagacement fait remarquer, et quoi qu’en disent certains Traités, 
il est impossible de déduire de là la loi de l’action d’un courant 
fermé quelconque sur un pôle d’aimant, et encore moins l action 

d’un pôle d’aimant sur un élément de courant. 

La seule méthode qui permît de constituer l’Électromagnétisme 
était celle d’Ampère : montrer, comme conséquence de l’Electro- 
dynamique, l’analogie qui existe entre les lois de 1 action de deux 
solénoïdes électrodynamiques, et les lois, étudiées par Coulomb, 
de deux solénoïdes magnétiques; entre les lois de l’action d’un 
courant rectiligne sur un solenoîde electrodynamique, et les lois, 
étudiées par OErstedt, Biot et Savart, de l’action d’un courant 
rectiligne sur un aimant, puis, inférant de là que les solénoïdes 
électrodynamiques devaient être en toute circonstance analogues 
aux solénoïdes magnétiques, transporter à ceux-ci toutes les pro¬ 
positions sur les actions mutuelles des courants et des solénoïdes 
électrodynamiques que nous enseigne 1 Électrodynamique. 

Cette méthode est celle qui a servi à établir la théorie des phé¬ 
nomènes électromagnétiques dans les écrits d’Ampere et de Savary. 

Tout autre est celle que nous avons suivie dans le présent Ou¬ 
vrage. 
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Les lois de l’Électrodjnamique d une pari, les lois de 1 Électio- 
magnétisme d’autre part, ont été établies indépendamment les unes 
des autres, par des méthodes semblables, mais dont chacune peut 
se suffire à elle-même. Le développement de ces theoiies a mis 
en complète évidence l’analogie des solenoides magnétiques et des 
solénoïdes éleclrodynamiques ; des feuillets magnétiques et des 
courants fermés et uniformes 5 mais nulle part cette analogie 11 a 

été prise pour point de départ de la theone . 

Résumons les analogies que nous avons ainsi établies : 


E lectrodynam icj ue 


vant : 


Soient OÏL de, OÏL ' dv' les moments de deux, éléments magné¬ 


tiques ; BA 


dl et B'A 


dV les axes de ces deux éléments 


7 


autour de dl et dV traçons deux petits contours G et G', d’aires Ü 
et Q', ayant dl et dV pour normales positives; supposons ces petits 
cercles parcourus par des courants d intensité J et J 7 telles que 


31 


3t 


kQj 


OÏL de, 


ÜJ = 011' dv' 


Les forces électrodynamiques par lesquelles les deux petits cou¬ 
rants G et G' agissent l’un sur l’autre sont identiques aux actions 
magnétiques mutuelles des deux éléments OÏL do, OÏL r de'. 

G’est pour rappeler cette analogie que nous avons dit que le 
petit courant G était équivalent, au point de vue de Vélectro- 
dynamique, ci Vélément magnétique 0 IL dv , si l’on avait 


(*) 


St 

v/-J 


ÜJ 


OÏL' dv. 


2 0 Toutes les propositions que nous avons établies en Elec¬ 
tromagnétisme peuvent se résumer de la manière suivante : 

Envisageons un élément magnétique OÏL dv et un petit cou lotir C, 
construit comme dans le cas précédent, mais parcouru par un 


J 


— Q 3 = OÏL dv. 

4 TC 
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L’élément magnétique 3f)l dv et le courant C : 
i° Produiront en toutes circonstances la même force électro- 
motrice d’induction en un conducteur fermé quelconque; 

2° Influeront de la même manière sur l’aimantation d’un mor¬ 
ceau de fer doux ; 

3 ° Exerceront les mêmes actions sur un élément de courant 

uniforme ; 

4 ° Subiront les mêmes actions de la part d’un courant fermé et 
uniforme quelconque. 

Toutes ces analogies peuvent se résumer en disant que le 
petit courant G est équivalent, au point de vue de l’Electroma¬ 
gnétisme, à l’élément magnétique OÏL dv, si Ton a 

{<x) — £2J — Oïl dv. 


Les deux intensités J et J du courant équivalent, au point de vue 
électrodynamique, et du courant équivalent, au point de vue élec¬ 
tromagnétique, sont laissées entièrement indépendantes l’une de 

l’autre par les théories précédentes. 

C’est l’expérience, l’expérience d’OErstedt par exemple, qui nous 
enseigne que ces deux intensités sont de meme signe, la con¬ 
stante % étant négative. Mais ce résultat n’est lui-même qu’un 
premier acheminement vers cette proposition fondamentale que 
rien, dans les théories précédentes, ne permettait de prévoir : 

Le courant qui est équivalent ci un élément magnétique au 
point de vue de T Électrodynamique lui est aussi équivalent au 
point de vue de VÉlectromctgïietisine. 

Cette proposition exige que les égalités (t) et (a) déterminent la 
même valeur l’une pour J, l’autre pour J, ce qui entraîne celle 


autre proposition. 

Entre les deux constantes fondamentales de T Électrodyna¬ 


mique et de T Électromagnétisme existe la relation 



Cette relation, nous l’avons dit, ne peut être prévue par la 
théorie précédente. C’est à l’expérience qu’il faut en demander la 
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vérification. Voici un moyen d eflectuer celte vérification avec 
toute la précision désirable. 

Lançons un même courant, dont l’intensité J n’a pas besoin de 
nous être connue, à la fois dans un électrodynamomètre et dans 
une boussole des tangentes. Les indications de l’électrodynamo- 
mètre nous détermineront la quantité 




a 


J 2 


‘i 


Les indications de la boussole des tangentes nous détermineront 


la quantité 


P 


4 TT 


J. 


Si la relation ( 3 ) est exacte, nous devrons avoir 

« - p*. 

Cette dernière égalité vérifiée, il suffira de se reporter à l’expé¬ 
rience d’OErstedt, d’après laquelle la quantité ii) est négative, 
pour être assuré de l’exactitude de la relation ( 3 ). 

L’expérience que nous venons de décrire n’a jamais été faite 
explicitement dans le but que nous venons d’indiquer, car les 
physiciens ont toujours admis, sans même mentionner leur hypo¬ 
thèse ('), l’exactitude de la relation ( 3 ). 

Mais, si elle n’a jamais été faite explicitement, elle a certaine¬ 
ment été faite implicitement un grand nombre de fois; toutes les 
fois qu’un physicien, admettant a priori l’exactitude de la rela¬ 
tion ( 3 ), s’est servi en même temps d’un électrodynamomètre 
et d’une boussole des tangentes pour déterminer l’intensité d’un 


(') Il faut excepter MM. Mascart et Joubert et M. Paul Le Cordier. MM. Mas- 
eurt et Joubert s’expriment à cet égard avec la plus grande netteté : « Un courant 
fermé, disent-ils, et un feuillet, équivalents vis-à-vis d’un système magnétique 
quelconque, le sont-ils vis-à-vis d’un autre courant? Ainsi, le courant C, et le 
feuillet S, de même contour sont équivalents vis-à-vis du système magnétique M a ; 
supposons que ce système magnétique soit un feuillet S,; l’action réciproque qui 
s’exerce entre S, et S, est identique à cclie qui s'exerce entre S, et le courante,; 
mais cette dernière est-elle la même que celle qui s’exerce entre les deux cou¬ 
rants C, et C,? L’affirmative parait probable; mais ce n’est là qu’une induction, 
et il serait facile de trouver des exemples pour lesquels le même mode de raison¬ 
nement conduirait à des conséquences manifestement erronées. Ainsi, dans des 
conditions convenablement choisies, il peut se faire que les actions exercées sur 
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meme courant, et qu il a constaté l’accord de ces instruments, il a 
implicitement fait l’expérience en question. 

L’exactitude de la relation ( 3 ) ne saurait donc être mise en 
doute. Les deux constantes fondamentales de FÉlectrodynamique 
et de l’Electromagnétisme cessent, par cette relation, d’être indé¬ 
pendantes. Ces deux branches de la Physique ne dépendent plus, 
en réalité, que d’une seule constante fondamentale. 


un aimant par un aimant et par un morceau de fer doux soient les mêmes; 
on n’en saurait conclure que le morceau de fer doux et l’aimant seraient encore 
équivalents vis-à-vis d’un autre morceau de fer doux. C’est donc comme un ré¬ 
sultat expérimental et non comme une déduction nécessaire de la théorie, que 
nous admettrons le théorème suivant d’Àmpère : Uaction réciproque de deux 
courants fermés est identique à celle des deux feuillets magnétiques respec¬ 
tivement équivalents à chacun d'eux » (Mascart et Joubert, Traité d’Élec - 
tricité et de Magnétisme, t. I, p. 49^)* M. Le Cordier s’exprime d’une manière 
analogue ( Paul Le Cordier, Actions mécaniques produites par les aimants et 
par le magnétisme terrestre* Mémoire présenté à l’Académie des Sciences le 
i 6 avril i883. Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3 e série, t. X, 
pp. n3 et 281 ; 1 884)• 
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LES UNITÉS ÉLECTRIQUES. 


Un exposé des principes qui régissent le choix des unités électriques 
semblera peut-être quelque peu déplacé dans le présent Ouvrage, tant à 
cause de son caractère élémentaire que du nombre des exposés analogues 
que Ton trouve dans les divers Traités ; aussi notre première intention 
n’était-elle pas de nous arrêter à l’examen de ces principes. Mais la lecture 
attentive des Traités et des Manuels répandus dans l’enseignement nous a 
révélé combien ces principes, bien simples en apparence, étaient en général 
méconnus. Les erreurs les plus graves entachent les pages que plusieurs 

auteurs consacrent aux unités électriques. 

Certains croient que les unités électrostatiques ne peuvent servir qu’en 
électricité statique et les unités électromagnétiques dans l’étude des cou¬ 


rants. 


f 

La plupart, conformément à cette idée, écrivent les formules de l’Elec- 
trostatique dans le système électrostatique d’unités, en y faisant égale 
à i la constante e des lois de Coulomb; puis, dans le même livre, sans 
avertir du grave changement de conventions qu’ils adoptent, ils écrivent 

jp f 

les formules de l’Electrodynamique et de l’Electromagnétisme dans le 


® 5 

§ * /*• 

système électromagnétique d’unités, en faisant égale à i la constante 
de l’Electrodynamique. 

De là des confusions sans nombre; par exemple, celle qui consiste à 
confondre, dans le système électromagnétique d’unités, une différence de 
niveau potentiel et une force électromotrice, alors que celle-ci est le pro¬ 
duit de la première par la constante t. 

Il va plus; certains Traités et certains Manuels très répandus enseignent 
(iue le système électromagnétique d’unités est défini par le choix de 
l’unité de pôle magnétique; que, dans ce système seulement, deux pôles 
magnétiques égaux respectivement à l’unité, séparés par l’unité de distance, 
se repoussent avec une force égale à l’unité. Et l’on voit, dans les Tableaux 
où ces Traités consignent les di 


des principales unités électriques, 
le pôle magnétique figurer avec des dimensions différentes dans le système 
électrostatique et dans le système électromagnétique! 
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C’est en lisant de pareilles erreurs que nous avons cru nécessaire de 
joindre à nos Leçons un appendice où seraient brièvement exposés les 
principes qui déterminent les choix des unités électriques. 

§ 1. — Du Magnétisme. 


On démontre, en Géométrie élémentaire, le théorème suivant : 

Le nombre qui représente le volume d’un prisme est proportion¬ 
nel au produit du nombre qui représente la surface de la base du 
prisme par le nombre qui représente sa hauteur. 


Ce théorème est indépendant du choix des unités de volume, de surface 
et de longueur. 

Si l’on désigne par Y, B, H les trois nombres qui représentent le vo¬ 
lume du prisme, la surface de sa base et sa hauteur, on pourra écrire 

V = ÆBH, 


k étant un coefficient positif dont la valeur est parfaitement déterminée 
lorsque les unités de longueur, de surface et de volume sont choisies, 
dont la valeur change lorsqu’on change l’une au moins de ces trois unités. 

On pourrait exposer la Géométrie tout entière en laissant indépendantes 
les unités de longueur, de surface et de volume; toutes les formules qui 
expriment des relations entre ces trois espèces de grandeurs renferme¬ 
raient alors le coefficient k. 

Les géomètres ont trouvé plus commode de débarrasser leurs formules 
de la présence de ce coefficient, en établissant entre les unités de longueui, 
de surface et de volume une relation telle que le coefficient k devint égal 
à l’unité; il leur a suffi pour cela de prendre pour unité de volume le 
volume du prisme qui a pour base 1 unité de surface et poui hauteur 

l’unité de longueur. 

Ges principes, qui ont guidé les géomètres dans le choix des unités 
auxquelles ils rapportent les grandeurs d’espèces différentes qu’ils ont à 
considérer, sont connus de tout le monde. Ce sont ces mêmes principes qui 
ont guidé les physiciens dans le choix des unités auxquelles ils rapportent 
les grandeurs d’espèces différentes qu’ils considèrent dans l’étude de l’elec- 
tricité. Nous allons examiner, dans le présent Chapitie, comment ils ont 


appliqué ces principes. , . 

Nous admettrons, dans ce qui va suivre, que l’on ait traité la Géométrie 

et la Mécanique avant de s’occuper de l’électricité ; que l’on ait, par consé¬ 
quent, fixé les unités auxquelles sont rapportées les grandeurs d’especes 
différentes considérées dans ces Sciences; on sait que les diverses conven¬ 
tions admises en Géométrie et en Mécanique ramènent le choix de toutes 
les unités géométriques et mécaniques au choix des trois unîtes fonda- 

mentales de longueur, de temps et de masse. 

Dans l’étude du magnétisme, toutes les grandeurs d’espèce differente 
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que l’on a à considérer sont définies à partir d’une grandeur fondamentale, 
la quantité de magnétisme ou masse magnétique . Lorsqu’on connaît, 
d’une part, les unités de longueur, de masse et de temps; d’autre part, 
l’unité de quantité de magnétisme, la définition même des diverses gran¬ 
deurs (intensité d’aimantation, moment magnétique, fonction potentielle 
magnétique, etc.) que l’on considère dans l’étude du magnétisme déter¬ 
mine l’unité à laquelle chacune de ces grandeurs doit être rapportée. 

D’autre part, la manière même dont la quantité de magnétisme a été 
définie relie immédiatement le choix de l’unité de quantité de magnétisme 
au choix des unités fondamentales de longueur, de masse et de temps. Il 
résulte, en effet, de cette définition que Uunité de masse magnétique est 
la masse magnétique qui , placée à Vunité de distance d'une masse 
qui lui est égale , la repousse avec une force égale à Vunité . 

Cette unité de masse magnétique ne dépend donc que des unités fonda¬ 
mentales de longueur, de masse et de temps. Il est aisé de voir de quelle 
manière elle en dépend. 

Prenons deux masses magnétiques égales entre elles et bien déterminées, 
m et m t , placées à une distance bien déterminée r; elles exercent l’une 
sur l’autre une action bien déterminée f. 

Choisissons un premier système d’unités de longueur, de masse et de 
temps; les trois grandeurs m , r,y seront mesurées par des nombres bien 
déterminés p., p, o entre lesquels, d’après les lois de Coulomb et de Gauss, 
on aùra la relation 


(0 


o 

1 


* ■ 

■ ■ ^ 


< 


Prenons un deuxième système d’unités fondamentales, qui se déduise 
lu premier en multipliant la précédente unité de longueur par L, la pré- 

. Les 



cédente unité de temps par T, la précédente unité de masse par 
trois grandeurs m , r,f seront mesurées par de nouveaux nombres bien 
déterminés p/, p', o' entre lesquels nous aurons la relation 


( s ) 


u'* 


o 

à 


i 


0'* 


1 


Or nous aurons évidemment 


Lo\ 


D’après la délinition de la force donnée en Mécanique, on voit sans peine 


(lue l’on a 


MLT-V. 


Les égalités (i) et ( 2 ) donnent alors 


MLT-2 


£1 l _ 2 
tq 4 


l x 


M* L*T-*u' 


ou bien 
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Ainsi, lorsqu on multiplie par M la masse prise pour unité, par L la lon¬ 
gueur prise pour unité, par T le temps pris pour unité, le nombre qui re¬ 
présente une masse magnétique déterminée est divisé par 

M*L*T—* ; 

en d autres termes, la nouvelle unité de masse magnétique s’obtient en 
multipliant la précédente unité par ce même nombre 

I 

i 1 

M 2 L’T- 1 . 

#■ 

G est ce qu on convient d exprimer en disant que les dimensions de la 
quantité de magnétisme sont 

1 3 

M 2 L 2 T -i. 

Puisque rien n est plus arbitraire dans le choix des unités magnétiques 
lorsqu’on a fixé les unités fondamentales de longueur, de temps et de 
masse, on ne doit pas s etonner que les formules du magnétisme ne ren¬ 
ferment plus aucun coefficient de proportionnalité que l’on puisse faire 
varier par le choix des unités. 


§ 2 . 


Il y a, dans l’étude de l’électricité, une grandeur dont l’unité 

peut être choisie arbitrairement. 


Les principales espèces de grandeurs que l’on a à considérer dans l'étude 

r f 

de 1 Electrostatique, du galvanisme, de lE’lectrodynamique et de l’Électro- 
magnétisme sont : la quantité d’électricité, la fonction potentielle élec¬ 
trostatique, l’intensité d’un courant, la résistance d’un conducteur, 
la force électromotrice, la capacité d’un conducteur. 

Rien, dans la définition de la quantité d’électricité n’oblige à prendre 
pour unité de quantité une charge électrique plutôt qu’une autre. Le 
choix de l’unité de quantité d’électricité est donc arbitraire. 

La quantité d’électricité est, d’ailleurs, la seule grandeur électrique 
dont l’unité soit arbitraire; une fois que l’on a choisi cette unité et les 
unités fondamentales de longueur, de masse et de temps, les unités aux¬ 
quelles doivent être rapportées les autres grandeurs électriques sont com¬ 
plètement déterminées. 

La fonction potentielle électrostatique en un point M est définie par 
l’égalité 


V 


2 


<7 


q étant la charge électrique qui se trouve au point A de l’espace, r la dis¬ 
tance AM, et la sommation s’étendant à toutes les charges agissantes. Il 
résulte de cette définition qu 'une charge électrique égale à l’unité en¬ 
gendrera au point M une fonction potentielle égale à l’unité, si AM 
est l’unité de longueur. 
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L’intensité d’un courant linéaire est la quantité d électricité que le cou¬ 
rant transporte pendant l’unité de temps, à travers une section du con¬ 
ducteur, dans le sens choisi comme positif. L unité d intensité est donc 
l intensité du courant qui, dans Vunité de temps } transporte au tra¬ 
vers de la section du conducteur une quantité d électricité égale it 

Vunité . . ^ ■ 

La loi de Joule donne immédiatement la définition de l’unité de résis¬ 
tance. Dans un conducteur métallique homogène de résistance R, un 
courant d’intensité J, passant pendant le temps dégage une quantité de 

chaleur 

Q = Î RJÏ *- 

E étant l’équivalent mécanique de la chaleur. Cet échaufTement équivaut à 
un travail 

G = RJ 2 *. 

V 

On voit, d’après cette formule, que Vunité de résistance est la résistance 
d’un conducteur métallique homogène clans lequel un courant d in¬ 
tensité égale à l’unité produit, pendant l’unité de temps, un échauf- 

J'ement équivalent à l’unité de travail. 

L’intensité J du courant, qu’une force électromotrice £ engendre dans 

un circuit de résistance R, a pour valeur, d’après la définition de la force 
électromotrice, 

* J 



D’anrès cette formule, l’unité de force électromotrice est la force 

1 7 17 * t 

électromotrice qui engendre un courant d intensité égalé a l umtc 

dans un circuit de résistance égale à Vunité. 

La capacité d’un conducteur métallique dans des conditions détermi¬ 
nées est, par définition, la quantité d’électricité qu’il faut distribuer en 
équilibre sur ce conducteur pour que la force électromotrice qui existe 
entre ce conducteur ainsi chargé et la terre (c’est-à-dire un corps de même 
nature que le conducteur, porté au niveau potentiel o), soit 

l’unité ( 1 ). 

D’après cette définition, un conducteur aura une capacité égale à 
l 7 unité s 7 il existe une force electromotrice égalé à l unité enti e le con~ 

y ** 

ducteur et un conducteur et de même nature au niveau potentiel o. 



(') On donne souvent, dans les Traités, une définition inexacte de la capacité; 
on dit que la capacité est la quantité d’électricité nécessaire pour porter le con¬ 
ducteur au niveau potentiel i. En réalité, si V est le niveau potentiel d’un con¬ 
ducteur, la force électromotrice «L, qui existe entre ce conducteur et la terre, a 


pour valeur 


y 

C 


£ V, 


c étant le coefficient de la loi électrostatique de Coulomb. Ainsi, d’après la défi- 
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L’énumération que nous venons de faire montre bien que, lorsque l’on 
connaît, d une part, les unités de longueur, de temps et de masse, et, 
d autre part, 1 unité de quantité d’électricité, toutes les autres unités élec¬ 
triques sont déterminées. Il n’y a donc d’arbitraire, dans l’étude de l’élec- 
tiicite, que le choix de 1 unité de charge électrique. 


3. 


Il y a, dans les formules de l’électricité, deux coefficients 
dépendant du choix des unités fondamentales. 


L’action mutuelle de deux particules matérielles, portant des charges 
électriques q et q’ et situées à une distance r l’une de l’autre, est, d’après 
les lois de Coulomb, une force répulsive ayant pour grandeur 


F 


Æ . 


.2 > 


e est un coefficient positif qui dépend des unités fondamentales de lon¬ 
gueur, de temps, de niasse et de charge électrique. 

Ce coefficient se retrouve dans toutes les formules de l’Électrostatique; 
ainsi le potentiel électrostatique d’un système de conducteurs a pour 
valeur 


(3) 


W 



qn 


r 


q , q' étant deux charges quelconques du système, r la distance qui les sé¬ 
pare, et Je signe s’étendant à toutes les combinaisons telles que < ^— , 

distinctes les unes des autres. Cette expression du potentiel électrosta¬ 
tique domine toute l’Electrostatique. 

Entre deux points d’un conducteur métallique homogène où la fonction 
potentielle a des valeurs V et V', existe une force électromotrice 


C = e(V—V'). 

Cette formule est le point de départ de toute l’étude des courants station¬ 
naires. 

* 

L’étude de l’induction électrodynamique et des forces électrodyna- 


nition que nous avons donnée, la capacité est la quantité d’électricité nécessaire 
pour porter le conducteur au niveau potentiel — ? et non pas au niveau poten¬ 
tiel i. Notre définition ne coïncide donc avec celle des Traités que dans le sys¬ 
tème électrostatique où s ~ i. La définition des Traites n aurait aucun inconvé¬ 
nient si Ton s’y tenait. Mais, ordinairement, les Traités, api es avoir donne cette 
définition, raisonnent comme s’ils avaient donné celle que nous adoptons. De là, 

des erreurs et des contradictions. 
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miques se ramène entièrement à la considération du potentiel électrody¬ 
namique; ce potentiel a pour expression 


(4) 


n 


5t 2 


•j. 



JJ' 


i 


X 


COS0 COsO' 


1 


X 



i r 




cosu)} ds ds '; 


ds et ds sont deux éléments conducteurs, traversés par des courants J 
et J'; r est leur distance; 0, 0', tu sont les trois angles qui fixent leur orien¬ 
tation respective; le signe s’étend à toutes les combinaisons que l’on 

peut former en prenant deux à deux les éléments du système. 

X est la constante d’Helmholtz; c’est une constante numérique, absolu- 
ment indépendante du choix des unités fondamentales. 

5L2 


est un coefficient qui dépend du choix des unités fondamentales de 
longueur, de temps, de masse et de charge électrique. 

t 

Ce coefficient se retrouve dans toutes les formules de l’EIectrodyna- 
mique ; il se retrouve aussi dans toutes les formules de l’EIectromagné- 
tisme. 

En effet, l’étude de l’induction électromagnétique, de l’aimantation par 
les courants, des forces électromagnétiques, se déduit tout entière de la 
considération du potentiel électromagnétique d’un élément magnétique 
DWdv et d’un courant fermé. Ce potentiel a pour valeur 


9 
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r 

I 


f)HL dvi r A ds, 



A ayant une signification que nous avons souvent eu a rappeler dans les 
Chapitres précédents. 

Or, nous avons vu, au Livre XV, Chapitre XII, que l’on avait 


% 


A 


4 Tt 


sf 


2 


Le potentiel électromagnétique peut donc s’écrire 


(4 bis) 




% 


d-i 


- ;)ïl dvS I A ds, 


3i 


ce qui introduit le coefficient — dans toutes les formules de l'Élcctro 


✓ 


2 


magnétisme. 

L’étude de l’électricité mène donc à la considération de deux coefficients 
qui dépendent des unités fondamentales de longueur, de temps, de masse 
et de charge électrique; c’est le coefficient fondamental de l’Électrosla- 


* 

tique z, et le coefficient fondamental de rElcctromagnélisinc 




’J 



I 
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L 0 rapport du. coefficient fondamental d© l’Electro dynamique 
au coefficient fondamental de l’Électrostatique est indépendant des 
unités de masse et de charge électrique. 


Chacun des deux coefficients fondamentaux de l’Électrostatique et de 

l’Électrodynamique dépend des unités fondamentales de longueur, de temps, 

de masse et de charge électrique. Cherchons de quelle manière il dépend 
de ces unités. 


Supposons qu’après avoir adopté un premier système d’unités fondamen¬ 
tales, on en adopte un second qui se déduise du premier en multipliant 
1 unité de longueur par L, l’unité de temps par T, l’unité de masse par M, 
l’unité de quantité d’électricité par Q. 

Ce changement d’unités changera la valeur du nombre qui représente 
une grandeur concrète déterminée. Nous désignerons par une lettre sans 
indice le nombre qui représente une grandeur concrète dans le premier 
système d’unités et par une lettre affectée de l’indice 1 le nombre qui re¬ 
présente la même grandeur concrète dans le second système d’unités. 

Considérons, par exemple, le potentiel électrostatique d’un système dé¬ 
terminé. Il sera défini, dans le premier système d’unités par la formule 



et dans le second système d’unités, par la formule 

(3"j 

On aura évidemment 


r 1 



Un potentiel étant une grandeur 
sans peine que l’on a 

W 


de même espèce qu’un travail, 


= ML 2 T~ 2 . 


on verra 


Il résulte alors des formules (3 ) et (3 ff ) que l’on aura 



- = ML 3 T~ 2 Q- 2 . 

£ i 


Ainsi, si l’on multiplie l’unité de longueur par L, l’unité de temps par T, 
l’unité de masse par M, l’unité de charge électrique par Q, le nombre qui 
représente le coefficient fondamental de l’Électrostatique est divisé par 

ML3T- 2 Q- 2 . 

D. — III. 3o 
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En d’autres termes, lorsqu'on laisse l’unité de charge électrique indé¬ 
pendante des unités mécaniques, le coefficient fondamental de V Élec¬ 
trostatique a pour dimensions 

ML 3 T-2Q-2. 

■ 

Considérons maintenant le potentiel électrodynamique d’ùn système de 
courants. 

Dans le premier système d’unités, il est représenté par la formule 


(4') 


n 


5i 2 


2 ( l 


X 


cos6 cosQ' 


i 


X 


J V 

Ü> i — ds ds' 


Dans le second système d’unités, il est représenté par la formule 


(4 ff ) n 


3V? 


i 


2 ( ! 


X 


cos0 cos6' 


X \ Jj J r , , , , 

cos ut ) - ds\ ds ,. 

n 


On a évidemment 


ds 

d$i 


ds' 

ds\ 


r i 


L 


L’intensité d’un courant étant Je rapport d’une quantité d’électricité à 
à un temps, on a évidemment 


J 

f 


J' 

i' 

j , 


QT 


Enfin on a 


n 

IL 


ML 2 T- 2 


Il résulte aiors des formules (4') et (4*) que l’on a 




( 6 ) 


c\ o 
-*1 


LMQ 


Ainsi, si l’on multiplie l’unité de longueur par L, l’unité de temps par 
T, l’unité de masse par M, l’unité de charge électrique par Q, le nombre 
qui représente le coefficient fondamental de l’EIectrodynamique est divisé 


par 


LMQ 


En d’autres termes, lorsqu’on laisse l’unité de charge électrique 
indépendante des unités mécaniques, le coefficient fondamental de 
VÉlectrodynamique a pour dimensions 

LMQ- 2 . 


La coinp araison des égalités (5) et (6) conduit à un résultat remai 
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quable ; cette comparaison donne en effet 



L2T-2. 





Le rapport du coefficient fondamental de VÉlectrostatique au 

2 

coefficient fondamental de l’Électrodynamique ne dépend pas du 
choix des unités de masse et de charge électrique; il dépend seule¬ 
ment du choix des unités de longueur et de temps. 


Posons 

(7) 



L’égalité précédente montre que, si, dans un changement d’unités, l’unité 
de longueur est multipliée par L e( l’unité de temps par T, le nombre qui 
représente p est divisé par LT- 1 . La grandeur p est donc le rapport d’une 
longueur à un temps. 

La grandeur p est une grandeur de même espèce qu’une vitesse. 

M. H. von Helmholtz a donné à cette quantité p le nom de vitesse 
caractéristique de l’électricité. 


5. 


Les divers systèmes d’unités électriques. 


Supposons que les unités mécaniques fondamentales, c’est-à-dire les 
unités de longueur, de temps et de masse, aient été choisies une fois pour 
toutes. Le rapport des coefficients fondamentaux de l’Electrostatique et 
de l’Électromagnétisme a alors une valeur parfaitement déterminée, sur 
laquelle le choix de 1 unité de charge électrique ne peut exercer aucune 
influence. 

Mais, par le choix de l’unité de charge électrique, laissée jusqu’ici arbi¬ 
traire, on peut faire prendre la valeur positive que l’on veut, soit au coef- 
ficient fondamental de l’Électrostatique, soit au coefficient fondamental de 
l’Électrodynamique. Seulement, comme le rapport de ces deux coefficients 
a une valeur déterminée, quand on aura donné à l’un de ces deux coeffi¬ 
cients une valeur choisie arbitrairement, la valeur de l’autre coefficient 
n’aura plus rien d’arbitraire; elle sera entièrement déterminée. 

Ce sont des raisons de commodité qui font attribuer telle ou telle 

nts. De semblables 

raisons n’ayant rien d’absolu, le choix qu’il s’agit de faire a été fait, au 
gré des auteurs, de diverses manières, auxquelles correspondent divers 
systèmes d’unités électriques. On en distingue trois principaux : le système 


valeur soit à l’un, soit à l’autre des de 


coe 
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électrostatique, le système électrodynamique et le système e 



•o- 


magne tique. 

i° Système électrostatique. — Dans le système électrostatique, on 
cherche, par un choix convenable de 1 unité de charge electiique, à fane 
disparaître des formules le coefficient e en lui donnant la valeur i. 

Il est aisé de voir quelle charge électrique on doit prendre pour unité 

lorsque l’on veut atteindre ce but. 

Si, en effet, l’unité de charge électrique a été choisie de manière que s 
prenne la valeur x, si les charges électriques sont rapportées à cette unité, 
la formule qui exprime l’action répulsive des deux charges électriques 


s’écrit 


F 


C !1 

r 2 


iter- 


Cette formule montre que l’unité de charge électrique est 
minée, dans le système électrostatique, par la condition de repousser 
avec l’unité de force une charge égale placée à l’unité de distance. 

Moyennant ce choix de l’unité de charge, le coefficient e prend la va¬ 
leur i, et. d’après l’égalité ( 7 ), le coefficient fondamental 


% 2 


de l’Ëlectro- 


dynamique prend la valeur — • Le potentiel électrodynamique d’un sys¬ 
tème de courants devient alors, d’après l’égalité ( 4 ), 


n 


r 



1 


X 


cosO COSÔ'-i— 


1 —i— X 


cosü) ) JJ' ds ds'. 


•ir 


x r 


Le potentiel électromagnétique devient, d’après l’égalité (4 bis), 


— — - OÏL clv J 1 A ds. 

v 


•x° Système électrodynamique. — D’après la formule d’Ampère, deux 
éléments de courants uniformes se repoussent avec une force qui a pour 
valeur, en faisant usage des notations habituelles, 


R 


^ JJ ' ds ds' 

A 2-1 cos 00 


2 


3 x 

- cosO cosO' 

•x 


Vmpère voulait que l’action mutuelle de deux éléments de courants 


parallèles entre 


et perpendiculaires à la droite qui les joint fût repré¬ 


sentée par la formule 


R 


JJ ' ds ds' 


r 2 


Comme on a, dans ce cas, 


cosO 


o, 


cosO'--- o, 


cosu» 


I 


7 


on \oit ijue l’on doit prendre 


A*=i, 
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et, par conséquent, en vertu de la relation ( 7 ), 


2I> 2 . 


La formule qui exprime l’action répulsive de deux charges électriques 


devient alors 


F — 2 0*21 


t 


9 

1 it 


? 


en sorte que l’unité de charge électrique est déterminée, dans le sys¬ 
tème électrodynamique , par la condition d’exercer sur une charge 
égale, placée ci l’unité de distance, une force représentée par le 
même nombre que 2 e 2 . 

Le système électrodynamique, employé dans les écrits d’Ampère et de 
ses contemporains, est aujourd’hui entièrement abandonné. 

3 ° Système électromagnétique. — Considérons deux solénoïdes; dans 
le premier, les courants circulaires ont une aire £2, une intensité J, ils sont 
séparés par une distance D; dans le second, les courants ont une aire £2', 
une intensité J', une distance D'. Ces solénoïdes ont respectivement pour 
puissance 


<ï> 


£2 J 
D 


d>' 


£2 J 
D' 


L’action répulsive qui s’exerce entre le pôle austral du premier solénoïde 
et le pôle austral du second, placés à la distance r l’un 
présentée par la formule 


de l’autre, est re- 


F 


Si 2 d>«î>' 


Dans le système électromagnétique, on se propose de choisir l’unité de 
charge électrique, de manière que cette formule prenne la même forme que 
celle qui donne l’action de deux pôles d’aimants, c est—à—dire la forme 


F 




r 


ï 


On prend donc arbitrairement, dans ce système, la valeur 1 pour valeur 


du coefficient fondamental —- de l’Électrodynamique, ce qui fait dispaiaître 

2 

ce coefficient de toutes les formules de l’Électrodynamique. 

Le coefficient fondamental de l’Électrodynamique ayant la valeur t, le 
coefficient fondamental de l’Électrostatique est déterminé; il a, d’après 

l’égalité (7), la valeur 

£ 

La formule qui donne l’action répulsive de deux charges électriques q 
et q', placées à la distance r l’une de l’autre, devient, dans ce système, 


F 


V 


2 A 


qq 


2 
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Ainsi Vanité de charge électrique est déterminée, dans le système 
électromagnétique, par la condition d y exercer sur une charge égale, 
placée à Vanité de distance, une force représentée par le meme nom¬ 
bre que c 2 . 

Dans ce système, le potentiel électrostatique a pour expression, d’après 

l'égalité ( 3), 


W 


99 


Le potentiel électrodynamique a pour expression, d’après l’égalité (4), 


n 


2 JJ ' (h-, 


cosO cosO' 


a r 


cos a» l ds ds r . 


Le potentiel électromagnétique 
lité (4 bis), 


pour expression, d’après Féga- 


ff = 


/ 


011 clv J / A ds. 


§ 6 . 


Rapport des unités correspondantes dans les deux systèmes 

électrostatique et électromagnétique. 


Prenons une certaine unité arbitraire de charge électrique correspon¬ 
dant à une certaine valeur z du coefficient fondamental de l’Électrostâ- 
tique. Deux charges qui, mesurées avec cette unité, sont représentées par 
les nombres q et q', placées à la distance r, exerceront l’une sur l’autre 
une force répulsive représentée par la formule 


(*) 


F 


99 


Soit c le nombre qui mesure, au moyen de cette unité arbitraire, la 
charge servant d’unité dans le système électrostatique. Deux telles charges, 
placées à l’unité de distance, doivent se repousser avec l’unité de force. Si 
donc, dans la formule (a), on fait 


on doit trouver 


ce qui donne 


( 3 ) 


9 


9 


F 


h 


£ C 2 . 


Soit C le nombre qui mesure, au moyen de la meme unité arbitraire, la 
charge servant d’unité dans le système électromagnétique. Deux telles 
charges, placées à l unité de distance, doivent se repousser avec une force 
représentée par le nombre c 2 . Si donc, dans la formule (a), on fait 


9 


C, 


q'— C, 


I. 



on doit trouver 
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ce qui donne 

(T) p 2 = sC 2 . 

La comparaison des formules ((3) et (y) donne 

G _ 

c 

Ainsi la charge qui sert d'unité dans le système électromagnétique 
est p fois plus grande que la charge qui sert d’unité dans le système 
électrostatique . 

Il en résulte qu’une même charge électrique est représentée par un 
nombre p fois plus petit dans le système électromagnétique que dans le 
système électrostatique. 

Ce premier résultat obtenu, des raisonnements, trop aisés pour qu’il soit 
nécessaire de les développer, conduisent aux. propositions suivantes : 

La fonction potentielle qui sert d’unité dans le système électromagné¬ 
tique est p fois plus grande que la fonction potentielle qui sert d’unité dans 
Je système électrostatique. 

L’intensité qui sert d’unité dans le système électromagnétique est p fois 
plus grande que l’intensité qui sert d’unité dans le système électrosta¬ 
tique. 

La résistance qui sert d’unité dans le système électromagnétique est p 2 
fois plus petite que la résistance qui sert d’unité dans le système électro¬ 
statique. 

La force électromotrice qui sert d’unité dans le système électromagné¬ 
tique est p fois plus petite que la force électromotrice qui sert d’unité dans 

le système électrostatique. 

La capacité qui sert d’unité dans le système électromagnétique est p 2 fois 
plus grande que la capacité qui sert d’unité dans le système électrosta¬ 
tique. 

On voit que la connaissance de la quantité p suffit pour déterminer le 
nombre qui mesure une certaine grandeur électrique dans 1 un des deux 
systèmes, lorsqu’on connaît le nombre qui mesure cette même grandeur 

dans l’autre système. 

§ 7. — Détermination de la vitesse caractéristique de l’électricité ; 

elle se ramène à la détermination de l’ohm. 

Supposons que l’on ait fait choix, d un système quelconque d unités élec¬ 
triques : soit le système électrostatique, soit le système électromagnétique, 

soit tout autre système que l’on aura jugé commode. 

Pour pouvoir traduire en nombre toutes les formules de 1 électricité, il 

faudra connaître deux constantes fondamentales : la constante d Helmholtz, 
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A, et la vitesse de l’électricité v. La première de ces deux constantes dis¬ 
paraît de toutes les formules qui se rapportent seulement aux courants 
fermés et uniformes. Lors donc qu’on ne veut pas traiter des courants non 
uniformes, la constante p est la seule dont on ait besoin de connaître la 
valeur. 

La détermination expérimentale de la vitesse caractéristique de l’électri¬ 
cité se présente donc comme un problème ayant, en Physique, une im¬ 
portance capitale. 

Voici une des méthodes, celle de Sir W. Thomson ( ! ), qui permettent 
de déterminer p. 

Imaginons une partie homogène et métallique AB d’un circuit que tra¬ 
verse un courant dont l’intensité, évaluée dans un système quelconque d’u¬ 
nités, ait pour valeur J ; la résistance de cette portion de fil AB a pour 
valeur R dans le même système d’unités: un électromètre absolu fait con¬ 
naître le nombre 

a = e(V A -V B )*, 

Va et Vb étant les niveaux potentiels en A et B {voir Livre III, Chap. IV, 

§»)■ 

f 

D’autre part, une partie du fil AB forme soit le cadre d’une boussole des 
tangentes, soit les bobines d’un électrodynamomètre. Si l’instrument em¬ 
ployé est une boussole des tangentes, ses indications font connaître le 
nombre 

p = -4j = 4U 

4 ^ y2 


Si l’instrument employé est un électrodynamomètre, ses 


connaître le nombre 



Les égalités que nous venons d’écrire donnent 


indications font 



Mais la loi d’Ohm donne 



ou bien 



(') Sir W. Thomson, fieport of the liritish Association for 1869, p. 4 -Vt- 
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On a donc, finalement 


5 


v 2 


82 


a 



R 

5V 2 


Les deux nombres P et a étant donnés directement par les instruments 
employés, on voit que la détermination de v est ramené 


ee à la détermi¬ 


nation du nombre qui représente, dans le système d’unités employé, la 


valeur de 


R 


SV 2 


•i 


pour le fil AB. 

Les méthodes de comparaison des résistances donneront aisément la va- 

2 R 

leur de - 5 — pour le fil AB, lorsqu’on connaîtra la valeur de la même quan¬ 
tité pour un autre fil quelconque. La détermination de la vitesse caracté¬ 
ristique de l’électricité est donc ramenée au problème suivant : 

Déterminer pour un fil métallique homogène , choisi arbitraire- 

D 

ment, la valeur du rapport - - clans le système d'unités adopté. 


Si le système d’unités adopté est le système électromagnétique — est 


égal à l’unité, et le problème 



peut alors s’énoncer de la manière 


suivante : 


Déterminer y en unités électromagnétiques, la résistance d’un fil mé¬ 
tallique arbitrairement choisi . 

Le problème auquel la détermination de la vitesse caractéristique de l’é¬ 
lectricité est ainsi ramenée se nomme le problème de la détermination de 
l’ohm. 


§ 8 . 


Détermination de‘l’ohm. 


La première méthode permettant de déterminer le rapport -=— pour un 

2 

fil métallique est due à G. Kirchhoff ( 1 ). On en a donné depuis un grand 
nombre d’autres, que Ton trouvera exposées dans les Traités. Notre inten¬ 
tion étant seulement d’indiquer comment il est possible de résoudre le 


( 1 ) G. Kirchhoff, Bestimmung der Constanten, von welcher die Intensitàt 
elektrischer Strôme abhàngt {Poggendorff’s Annalen, t. LXXVI ; 1849. 

G . Kirchhoff’s Abhandlungen, p. 118). 
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problème de la détermination de l’ohm, nous indiquerons ici une seule 
méthode, due à Weber, permettant d’atteindre cette détermination. 

Prenons, comme au Chapitre III, un cadre plan, mobile autour d’un axe 
vertical situé dans son plan et relié à une boussole des tangentes. Suppo¬ 
sons le plan du cadre d’abord perpendiculaire au plan du méridien magné¬ 
tique, et prenons pour face positive celle qui regarde le nord. Faisons 
tourner le cadre d’un angle droit. 

L’induction terrestre met en mouvement, dans le circuit, une quantité 
d’électricité [Livre XIII, Chap. III, égalité ( 16 )] 



^ HO 

7* R ’ 


O étant Faire du cadre, H la composante horizontale du magnétisme ter¬ 
restre et R la résistance totale du circuit. 

La boussole des tangentes agit ici comme galvanomètre balistique ; Fai- 
guille est déviée d’un angle d’impulsion 0 . 

On a [Livre XV, Chap. X, égalité (4)] 



p étant le rayon du cadre de la boussole des tangentes, I le moment d’i¬ 
nertie de l’aiguille et M son moment magnétique. 

On tire de là 

R rc O 

= n 

— p sin - 
2 2 

Les quantités qui figurent au second membre sont toutes mesurables. L’ex¬ 
périence en question permet donc de déterminer la valeur de -—-pour le 

« 

* _ 

2 

fil qui forme le cadre tournant, le cadre de la boussole et la ligne de 
jonction. 

§ 9. — Sur la valeur de v. 

Si l’on prend, d’une part, les résultats de l’une des nombreuses méthodes 
de détermination de l’ohm; d’autre part, les résultats obtenus soit par la 
méthode indiquée par W. Thomson pour déterminer p, soit par l’une des 
méthodes qu’ont indiquées MM. Weber, Kohlrausch et Maxwell, on obtien¬ 
dra la vitesse caractéristique de l’électricité. 

Les diverses méthodes que nous venons de citer ont donné pour v les 
valeurs suivantes, qui sont évaluées en centimètres par seconde : 


Méthode de Weber et Kohlrausch. v = 3ioj4 °' 105 

Méthode de Maxwell. v = 288000 . io 5 


Méthode de Sir W. Thomson.. v = 282000 . io 5 
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Maxwell a fait cette 


di .ff 


valeurs trouvées pour la vitesse caractéristique de Vélectricité et les 
valeur s trouvées pour la vitesse de la lumière dans le vide est de 
l’ordre des erreurs d’expérience. 

Voici, en effet, les valeurs trouvées pour la vitesse V de la lumière dans 
le vide : 


Méthode de M. Fizeau. V 

Méthodes astronomiques. V 

Méthode de Foucault. V 


314000.10 5 

308000.10 5 

298360.10 5 


On peut donc regarder comme probable la proposition suivante : 

La vitesse caractéristique de l’électricité est égale à la vitesse de la 
lumière dans le vide. 


10 . 


Dimensions des unités électriques 

Système pratique. 


Système C.G.S. 


Dans chacun des systèmes d’unités qui ont été définis au § o, l’unité 
de charge électrique, et, par conséquent, toutes les autres unités élec¬ 
triques, dépendent exclusivement des unités fondamentales de longueur, 
de temps et de masse ; mais elles n’en dépendent pas de la même manière 
dans le système électrostatique et dans le système électromagnétique. En 
d’autres termes, elles n’ont pas les mêmes dimensions dans les deux sys¬ 
tèmes. 

Nous allons déterminer ici ces dimensions : 


i° Système électrostatique. 

La définition de l’unité de charge électrique dans le système électrosta¬ 
tique est exactement la même que la définition de l’unité dfe quantité de 
magnétisme. Les dimensions de la quantité de magnétisme, trouvées au 
§ 1, sont donc les dimensions de la charge électrique dans le système élec¬ 
trostatique. 

Ainsi la charge électrique a pour dimensions, dans le système électro¬ 


statique 


? 


L^'M'^T- 1 


fonction 


fo 


L'~ M * T-f. 


L’intensité, rapport d’une quantité d’électricité à un temps, a poui dimen 


sions 


L2M2T-2 


% 
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La résistance , rapport d’une force électromotrice à une intensité, a pour 


dimensions 


L-iT. 


La capacité , rapport d’une quantité d’électricité à une force électromo¬ 
trice, a pour dimensions 

L. 


2 0 Système électromagnétique. 

Dans le système électromagnétique, l’action mutuelle de deux charges 


électriques s’écrit 


F 


v 


2 


qq 




•2 


Multiplions l’unité de longueur par L, l’unité de temps par T, l'unité de 
masse par M. Les grandeurs qui étaient représentées par les nombres F, 
q, q' 1 r sont maintenant représentées par les nombres F lt V\, gq, q\, 
r t , et l’on a 

/ 1 

formule qui, comparée à la précédente, donne 


Or on a 



v 

— = LT” 1 

v x 



= MLT-2. 


La formule précédente devient donc 


et, par conséquent, 



Ainsi, si l’on multiplie l’unité de longueur par L, l’unité de temps par T, 
l’unité de masse par M, le nombre qui représente une charge électrique 

II 

dans le système électromagnétique est divisé par M 2 L 2 . 

En d’autres termes, les dimensions de la charge électrique dans le 
système électromagnétique sont 

1 1 

M 2 L 2 . 
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La jonction potentielle, rapport d’une charge électrique à une longueur, 
a pour dimensions 

1 _ 1 

M 2 L 2 


L 'intensité, rapport d’une charge électrique à un 



s, a pour dimen 


sions 


M 2 L 2 T 


î 


Pour connaître les dimensions de la résistance, il suffit de se souvenir que 
le produit d’une résistance par le carré d’une intensité et par un temps 
représente un travail. On trouve alors aisément que la résistance a pour 
dimensions 

LT- 1 . 


La force électromotrice, produit d’une résistance par une intensité, a 


pour dimensions 


1 3 

M 2 L 2 T- 2 . 


La capacité, rapport d’une charge électrique à une force électromotrice 
a pour dimensions 


î 


L -1 T 2 . 


Ces formules précisent la manière dont les diverses unités, soit électrosta¬ 
tiques, soit électromagnétiques, dépendent des unités fondamentales de lon¬ 
gueur, de temps et de masse. 

On sait que les physiciens sont convenus d’adopter un système d’unités 
fondamentales dit système C.G.S.; dans ce système, l’unité de longueur 
est le centimètre, c’est-à-dire la centième partie de la longueur du mètre des 
Archives placé dans la glace fondante; l’unité de temps est la seconde sexa¬ 
gésimale de temps moyen; l’unité de masse est le gramme, c’est-à-dire la 

millième partie de la masse du kilogramme des Archives. 

A ce système correspond un système C.G.S. d’unités électriques, soit 

électrostatiques, soit électromagnétiques. , 

Les unités électromagnétiques ainsi déterminées ne sont pas d’une gran- 
deurcümmode dans la pratique; aussi les physiciens ont-ils substitué an 
système C.G.S. un autre système d’unités fondamentales dit système pra¬ 
tique. Les unités fondamentales pratiques s’obtiennent en multipliant les 

unités fondamentales C.G.S. par certaines puissances de 10. 

Vun üé de longueur pratique vaut .o* unités C.G.S.; c’est environ le 

quart du méridien terrestre. 

L’unité de temps pratique est encore la seconde. 

L’unité de masse pratique vaut io- 11 unités C.G.S., c est la cent-mi - 

iionième partie d’un milligramme. , 

D’après les dimensions des diverses grandeurs électriques dans le système 

électromagnétique, on arrive sans peine aux résultats suivants : 

Dans le système électromagnétique, l’unité pratique de charge elec 
trique vaut io* 1 unités C.G.S. On lui donne le nom de coulomb. 
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L’unité pratique de Jonction potentielle vaut 10” 10 unités C.G.S. On 

ne lui a pas donné de nom particulier. 

L’unité pratique d 'intensité vaut 10- 1 unités C.G.S. On lui donne le 

nom d 'ampère. 

L’unité pratique de résistance vaut 10 9 unités C.G.S. On lui donne le 
nom d ohm. C’est la résistance qu’offre, dans la glace fondante, une co¬ 
lonne de mercure d’un millimètre carré de section et de 106 centimèties de 

longueur environ. 

L’unité pratique d c force électromotrice vaut ro 8 unités C.G.S. On lui 
donne le nom de volt , abréviation de Volta. C’est sensiblement la force 

électromotrice d’un élément Daniell. 

L unité pratique de capacité vaut 10" 9 unités C.G.S. On lui donne le 
nom de farad , abréviation de Faraday. 
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CHAPITRE PREMIER. 

L'INDUCTION D'UN ÉLÉMENT MAGNÉTIQUE SUR UN ÉLÉMENT CON¬ 
DUCTEUR NE PEUT ÊTRE REGARDÉE COMME ÉMANANT DE SES 
DEUX POLES. 


Nous avons fait au Chapitre I du Livre XV l’hypothèse sui¬ 
vante : 

\ 

La force électromotrice d’induction électromagnétique (&ds, 
engendrée par un certain nombre d’éléments magnétiques dv, 
dv ', ... dans un élément conducteur ds, est donnée par Léga¬ 
lité 

(£ ds dt — ov 8v'-+-.. 

8v w dépendant seulement des paramètres qui fixent l’état 
relatif des deux éléments ds, cW {) et des variations que ces 
paramètres éprouvent pendant le temps dt. 

Cette hypothèse entraîne, en vertu des raisonnements exposés 
au Chapitre I du Livre XV, l’expression suivante de ov : 

(r) Sv = S j M [r, (r, ds), (r, dl), e] OÏL dv ds j 

* 

[Livre XV, Chap. I, égalité (i)]. 

Dans cette égalité, OÏL est l’intensité d’aimantation en un point 
de l’élément dv; dl est la direction de cette aimantation; M est 
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une fonction finie (sauf pour r — o), continue et uniforme des 
paramètres mis en évidence. 

Au Chapitre II, nous avons fait une nouvelle hypothèse, qui 
est la suivante : 


Lorsqu’un élément magnétique variable est placé en pré¬ 
sence d’un conducteur fermé et que ces deux corps se dépla¬ 
cent l’un par rapport ci l’autre de manière que le conducteur 
induit soit traversé par un courant uniforme, Vaction électro¬ 
motrice produite par l’élément magnétique peut être rem¬ 
placée par des actions électromotrices émanant de ses deux 


p o 


les. 


Cette hypothèse, dont nous avons précisé le sens, entraîne le 
résultat suivant (Livre XV, Chap. II) 




étant une constante; 


A étant défini par l’égalité 




k .y — 7 ] * —Z 


r 

r 

V 

dx 

dy 

dz 

ds 

ds 

ds 

d\ 

dt) 

dZ 

dl 

dl 

cl'l 


et F(r) étant une fonction uniforme, finie et continue de la di¬ 
stance r des deux éléments ds, dl , sauf pour r = o. 

Nous avons vu que cette expression de M suffisait à l’étude des 
actions qui s’exercent dans un système composé d’aimants et de 
courants linéaires, fermés et uniformes. Il s’agit maintenant de 
pousser plus loin notre étude et d’examiner les propriétés des 
systèmes formés par des aimants et par des courants quelconques, 
en commençant par les systèmes formés d’aimants et de courants 
linéaires quelconques. 

Nous sommes portés, par les habitudes qui ont régné jusqu’ici 
dans l’étude du magnétisme et de l’électromagnétisme, à admettre 
cette hypothèse fondamentale : 


JS action 


électromotrice ov exercée pat 


un élément magné- 
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tique quelconque dv sur un élément de conducteur quelconque 

ds peut être regardée comme la différence de deux actions 
électromotrices émanées de ses deux pôles. 

Cette proposition, dont le sens précis résulte de ce qui a été dit 
au début du Chapitre II du Livre XV, se traduirait analytique¬ 
ment de la manière suivante : 

On doit avoir une égalité de la forme 

(-* 1 r, (r, ds), (r, dl), e] = 


W étant une fonction définie sans ambiguïté lorsqu’on connaît 
la situation relative de Vélément conducteur ds et d’un pôle 
de Vélément dl. 


De ce que la situation relative de l’élément conducteur ds et 
d un point de l’élément dl dépend uniquement des deux para¬ 
mètres r et (r, ds), il en résulte que x}? est une fonction uniforme 


de r et de 


dr 

ds 


Les égalités ( 2 ) et (4) donnent 



Remplaçons A par sa valeur et exprimons que le produit du 
premier membre par dl est la différentielle totale d’une fonction 


? 


*1 


7 


§ r à f x — \ dy y — '(\ dx\ d / z — Ç dx _ x — \ dz \1 

4! \ r 3__ ~ds ~ ds) à£\ r 3 ds r 3 ds ) J ’ 

% [ d / y—r\ dz z — ï, dy\ _ à f x — \ dy _ y—r x dx\l = ^ 

4 ^ d* ** ds ) \ ^ ds rZ ds 'i 

%Y d/i—Çdx x — Ç dz\ _ à/ y—-r\ dz *—Z d y \]_ 0 

r3 ds ' dr] ^ r 3 ds ri ds 

Ces relations doivent avoir lieu quelle que soit 1 orientation de 
l’élément ds. Si l’on fait 
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on a 


Les trois quantités 


49 

d 

X — 

j = 

4 it 

àï 

r % 


49 

d 

y— 

f\ 

4 TC 

% 

r a 


49 

d 

z — 

K = 

4^ 

% 

r % 



o, 

O) 

o. 



dépendent évidemment de If. On ne peut donc avoir aucune des 
trois identités 

à x — \ _ à y — Y] _ d_ z — Ç _ 

7*3 (Jjj r :i ’ d% /’ 3 ’ 

et les égalités précédentes exigeraient que l’on eût 

$ = o. 

Or les expériences faites avec des aimants et des courants fermés 
et uniformes nous apprennent que la constante % n’est pas égale 

à o. Cette conséquence est donc inacceptable. 

Ainsi, si l’on admet que l’induction électromagnétique existe, 
si l’on admet que les lois de cette induction doivent concorder 
avec les hypothèses très simples qui ont été faites aux Cha¬ 
pitres I et II du Livre précédent, hypothèses que, d’ailleurs, il 
semble bien difficile de ne pas faire, on est obligé d’accorder 
que la force électromotrice d’induction, engendrée dans un élé¬ 
ment conducteur quelconque par un élément magnétique quel¬ 
conque, ne peut être regardée comme la différence de deux forces 
électromotrices engendrées par deux masses magnétiques égales 
et de signes contraires concentrées aux deux pôles de l’élément 
magnétique, chacune de ces forces étant proportionnelle en gran¬ 
deur à la masse dont elle émane et dépendant seulement de la 
position de cette masse par rapport à l’élément conducteur et des 

variations de cette position. 

En d’autres termes, Vaction d'un élément magnétique ne 
peut, en général, équivaloir à Vaction de deux masses magné¬ 
tiques égales et de signe contraire. 
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CHAPITRE IL 

INDUCTION ÉLECTROMAGNÉTIQUE DANS LES CONDUCTEURS 
LINÉAIRES. AIMANTATION PAR LES COURANTS LINÉAIRES. 


§ 1. — Induction électromagnétique dans les conducteurs linéaires. 

Le Chapitre précédent nous a montré qu’il était impossible 
d’étendre à l’induction électromagnétique, exercée dans des con¬ 
ducteurs quelconques, l’hypothèse qui nous a servi à établir les 
lois de l’induction électromagnétique dans les conducteurs fermés 
traversés par des courants uniformes. 

Mais l’étude de- ces dernières lois nous conduit à une consé¬ 
quence susceptible de s’étendre à l’induction exercée par des ai¬ 
mants dans des conducteurs quelconques, et l’extensiou de cette 
conséquence va devenir l’hypothèse fondamentale sur laquelle re¬ 
posera la théorie générale de l’induction électromagnétique. 

Considérons un élément magnétique de moment DTüdv. Soit BA 
ou dl son axe magnétique. Menons un plan perpendiculaire à 
l’axe dl\ dans ce plan, traçons un petit circuit C embrassant une 
aire Q dont la normale positive est dl. Supposons ce circuit par¬ 
couru par un courant dont l’intensité J' est donnée par la relation 

= OïLdv. 

w 

Par extension de ce que nous avons vu dans l’etude des courants 
fermés et uniformes, nous admettrons que 

tique et ce petit courant engendrent, en toutes circonstances, 
la même force électromotrice d’induction dans un courant li¬ 
néaire quelconque. 

Cette hypothèse ramène immédiatement l’étude de la loi élé¬ 
mentaire de l’induction électromagnétique à un problème d’induc¬ 
tion électrodynamique. 
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Soit II (C, ds) le potentiel électrodynamique du courant G sur 
l’élément ds parcouru par un courant égal à l’unité. Nous au¬ 
rons 

(2) 8v = Sn(G, ds). 


Calculons le second membre. Comme le circuit C est parcouru 
par un courant uniforme, si nous désignons par ds un élément de 

ce circuit, nous pourrons écrire 


/ *> v 

Or on a 


n (C, ds) = 




rds 



cosf ds, ds') 

r 



cos (ds,ds') , r I (dx dx’ dy dy' dz dz'\ , 

-“ J c r \dJ dP ds ds' ds ds' ) • 

Soient Ç, 7 \, Ç les coordonnées d’un point de l’aire Ü, ou, ce qui 
revient au même, d’un point de l’élément magnétique. Le théo¬ 
rème de Stokes donnera 





dx dx dy dy' 
ds ds' ' ds ds' 


dz dz' 
ds ds' 





cos( dl , x) 


cos ( dl, y) 


cos {dl, z) 


* 


Moyennant les relations (i) et (4), l’égalité (3) devient 




3 H dv ds 




cos {dl, x) 


cos {dl, y) 



II(C, ds) 
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Si <À>, 0 sont les composantes de l’intensité d’aimanta¬ 


tion 011-, on aura 


X 


011 cos (dl, x), 

OÏL- cos ( cil, y), 

OÏL cos (dl, z), 

et le potentiel précédent, auquel nous donnerons le nom, qui sera 
justifié plus tard, de potentiel électromagnétique de l’élément 
magnétique dv sur l’élément conducteur ds traversé par un cou¬ 
rant égal à l’unité, prendra la forme 


/ 


n ( c, ds) 


% 


v/ 


- dv ds 


<Jv9 


( 5 ) 




/ 


à- , 

r dy 

d - 

r 

dz 

ds 

dr ) 

ds 

y 

r dz 

à - 

r 

dx 

ds 


ds 

r dx 

d - 

r 

dy 

di ) ds 

d\ 

ds 


On peut encore lui donner une autre forme. Si l’on pose 


A 


r 2 


x 


y 


r i 


K 


r 


r 


dx 

ds 

d\ 

dl 


dy 

m ■ 

ds 

dr\ 

dl 


dz 

ds 

dl 


on aura 


( 6 ) 


n (G, ds) 


% 
/ 


A OÏL dvds. 


En vertu de cette dernière expression, on aura 


(7) 


ov 


% 


✓ 


- o(lsdK’dvds) 


Cette égalité donne la loi élémentaire de l’induction électro¬ 
magnétique. Elle rentre bien, ainsi qu’il devait arriver, dans la 

rlnrmpp an Livre XV\ Chapitre II ? 


<N 

ov 


8 \ 01b dv ds \y~ a 

I 4^ 


0 2 F( 



dsôl 
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Il suffît, pour faire coïncider ces deux formes, de prendre 


F(r) 


const. 


5 


t 


:l de remarquer que 


$ 


4 


5 V 

7 


2. — Énergie interne d’un système d’aimants et de courants linéaires. 


Nous avons vu [Livre XV, Chap. IV, égalités (4), (5), (6), 

(7)] c I lie l’énergie interne d’un système de courants linéaires quel¬ 
conques et d’aimants était de la forme suivante 


EU 


Er + ^y 


w 



e-T 




f ( DU, T ) 


T 


dtf(Dlb,T) 

àT 



> 


5V 2 



--— COS0 COS0’ —i— 1 - COSIO 


ii'ds ds' 


•xr 


•i r 


(/’, ds), (r, dl), e]idsD\\jdv. 


Nous continuerons à admettre, dans des systèmes renfermant 
des courants quelconques, la définition des corps parfaitement 
doux que nous avons donnée au Li vre XV, Chapitre IV, § 4. 
Nous allons en faire usage pour déterminer la fonction W. 

Imaginons un élément magnétique D\L/dv invariable de position 
et d’aimantation placé en présence d’un conducteur invariable de 
forme et de position, traversé par un courant non uniforme d’in¬ 
tensité variable. 

Soient e ds la force électromotrice ordinaire ; e' la force électro- 
motrice d’induction électrodynamique qui agissent dans l’élément 
ds \ comme il n’y a pas d’induction électromagnétique, comme il 
n’y a pas dans le système de variation d’aimantation, la proposi¬ 
tion qui sert de définition aux corps parfaitement doux donne 






e J ds. 


Or on a 




eJ ds — - 

_ N 2 d_ 
x dt 



— TS) dW 

~dt h ~dt 

i 

- cosO cos0'-+- 




COSU) 


J dsi' ds'. 
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d_ 

dt 


0 


T 


d& 


L’égalité précédente se réduit donc à 


3TL dvJ ^F[r, (r, ds), (r, dl) 


5 


,di 

e\—rds 
J dt 


o. 


Or J est seulement assujetti à varier d’une manière continue le 
long du conducteur et à s’annuler à ses deux extrémités s’il est 

ouvert; ces restrictions sont aussi les seules qui pèsent sur —■ 

L’égalité précédente ne saurait donc avoir lieu en général, si l’on 


•> 


n avait 


'Ffr, (r, ds), (r, dl), e ] 


0. 


L’énergie interne d’un système renfermant des courants quel¬ 
conques et des aimants est alors donnée par l’égalité 


EU 


Er4-^ +w 




0 


rri , 

T dT 1 q 


( 8 ) 


-/[* 


Dïl, T ) 


T 


dg(31U, T) 


dT 


dv 







X 


- COS0 cos 0 f 


I 


X 



costi> 1 ii' ds ds'. 


2 / 


s 3 . — Aimantation par des courants linéaires quelconques. 

Nous allons faire usage de cette égalité pour déterminer les lois 
de l’aimantation du fer doux par des courants linéaires quel¬ 
conques. 

Supposons un système qui renferme . 
i° Un aimant permanent 1 ; 

2 0 Un morceau de fer doux 2} 

30 Un conducteur quelconque G, traversé par un courant quel¬ 
conque. . „ 

Nous supposons tous ces corps immobiles ; l’aimantation du 1er 

doux varie » 

Chaque élément ds du conducteur renferme une force électro- 
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motrice ordinaire eds\ une force électromotrice d’induction élec¬ 
tromagnétique e" ds. 

D’après la définition électromagnétique des corps parfaitement 
doux, nous devrons avoir 







cos 0 cosO 



i 


X 


11 


cos w ) JJ' ds ds '. 


D’après l’égalité (5), 




Enfin, suivant l'usage, on néglige 



D’autre part, si l’on pose 

i i 

i ? 2 (oil 2 ) = ÿiü 

on aura 




Soient t), (ç 2 , *j 2 , Ç 2 ), ^ 2 (^ 2 ? ^ 2 , £ 2 *) les fonctions potentielles 
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donnera 


( ^2) 'Oa? Ç 


E8U 


Eoï 



oW 



ô 



0 


rp àQ 

1 — l q 


dT 


T 


à* Â ( DK 2, T ) 


3) 




àÇ 2 


( <J\o2 ÛoAflg H - l)e) 2 ^ l)l) 




1 



àr ) 2 


àDlU àT 


Ü*)* n d(XDi 

—- oiPo 2 -f—— 


d^TL o d v 3 



*Ç 


Ü 2 K 0 . , 

- OC/2 | 6ÏP2 


£> O 


I 


Fj(OI'La) 




Moyennant les égalités (10), (11), (12) et (1 3 ), l’égalité (9) cle 


vient 


d(Ü 


1 



0 2 ) 


21 


/ d- 




d\ 2 

y 2 

d(t>lH- tD,) 


àT)2 

y 2 

diXDi-hXDo) 

% 


s/'i 



r dy 
dÇ 2 ds 


à- , 

r dz 


d- , 

r dz 


dr l2 ds 


J ds 


oilo*] 




F 2 ( 3 IL '2 ) 


Ooit)<> 


àç 2 ds dÇ 2 ds 


J ds 


'lfî >9 


/ 


F 2 ( t)FL 2 ) 


Sift 


^2 


^ r dx 


à- r 

r dy 


\ 


d i]2 ds rl; 2 ds 



J ds 


© 


f 2 (0 \W) 


0 


dv 


Celte égalité doit avoir lieu quelles que soient les variations 

3 2 , des composantes de l’aimantation au point ç 2 , v) 2 , 


0oit£>2j ^ 


Ç 2 , du corps parfaitement doux; on voit donc que l’on doit avoir 
(en supprimant les indices inutiles) en tout point (£, f\, ’Ç) d un 
corps parfaitement doux 


oAa 


F (OTL) 


d(XD 


1 



©») 


% 


à- , 

r dy 


d- , 

r dz 


\ 


(i4) 




F(3ÎL) 


O. 




F(OÎL) 


à\ 

/‘2 

d(t 5 i + t 5 ,) 

% 

dr) 

/ 2 

d(tDi + tD t )_ 

% 


S 




✓ 


'àÇ 

ds 

di\ 

ds 

d- 

r 

dz 

d- 

r 

dx 

à\ 

ds 

~ à% 

ds 

d- 

r 

dx 

d - 

r 

dy 

dy] 

ds 

à\ 

ds 


J ds 


J ds 


î 


N 


J ds 


Ce sont les lois fondamentales de l’aimantation d un morceau 
de fer doux sous l’action d’un courant linéaire quelconque qui n a 

avec lui aucun point commun. 
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Posons 




et écrivons-les 


(. 6 ) 



Les trois quantités <£, âne sont pas, en général, les trois déri¬ 
vées partielles d’une même fonction de £, r\, Ç. Pour qu’il en fût 
ainsi, en effet, il faudrait que l’on eût 


âl 

à& _ 

àK 

d'i] 



w~ 

k - 

à® 


àn) 

àk 


Moyennant la relation 

d* - à*- d~ - 

r r r 

c /£' 2 Ô 7 ] 2 


ces équations peuvent s’écrire 
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Lorsque J est constant, c’est-à-dire lorsque le courant est 
fermé et uniforme, ces équations sont satisfaites, comme nous le 
faisaient prévoir les propriétés des courants fermés et uniformes. 
Nous allons voir qu’elles ne peuvent l’être en général. 

J étant seulement assujetti à varier d’une manière continue le 
long du conducteur, on peut définir une fonction J(#,y, s), con¬ 
tinue dans tout l’espace et prendre la valeur de cette fonction pour 
valeur de J en tout point d’un conducteur quelconque. On voit 
alors aisément que la première des équations précédentes exige 
que l’on ait 


i» 


d 2 - 

r 

dj 

dy dz 

d 2 - 

r 


dt dz 

dx 

<? 2 - 

r 

di 


dq dx dy 


d 2 


j 




di- dz dy 


à 2 


r 


di 


de dx dz 


d 2 


di 


d\ dy dx 



5 



î 



Ces équations ne peuvent être vérifiées que si l’on a, en tout point 
de l’espace, 

di <)J 

— = O, — = O, — = O, 

dx dy dz 

c’est-à-dire, en tout point d’un conducteur quelconque, 



ce qui exprime que le courant est uniforme. 

On arrive donc à la proposition suivante : 

Contrairement ci ce qui arrive dans Vaimantation par les 



f 
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aimants ou par 


unifi 


7 ne sont pas les trajectoires orthogonales d’une même 


fer doux aimanté par des courants non uniformes, les lignes 
cVaimcintation, dont la tangente ci pour cosinus directeurs —, 

Tÿpr’ ne sont pas les trajectoires orthogonales cl’une même 
famille de surfaces. 

Sauf en ce point, la théorie de l’aimantation par des courants 
quelconques présente la plus grande analogie avec la théorie de 
l’aimantation parles aimants. 

Prenons, par exem pie , le cas où la fonction magnétisante F(3flL) 
se réduit à un coefficient d’aimantation constant k. 

Moyennant la relation fondamentale, bien facile à vérifier sur 
les égalités (i 5), 


Ü 7 ) 


d<$ 


d-ri 


àï 


o, 


les égalités (16) donnent 




6>1)V 

à 7 ) 


àZ 


A (A ü 


AO,). 


is on sait qu’en tout point du fer dou 


08 ) 


AO o 


1 71 


~à[ 


àri 


àl 


On a donc, en tout point du fer doux, 


( 1 9 ) 


d<A> 


6 * 7 ) 


àQ 

àz 


Ainsi, lorsqu’un corps parfaitement doux à coefficient d'ai¬ 
mantation constant est soumis ci l’action de courants quel¬ 
conques, il prend une aimantation qui est, à chaque instant, 


Les é 


J / 


alion 


galités (18) et (19) montrent que la fonction Ü 2 vérifie 
•n de La place aussi bien à l’intérieur du fer doux qu’à 


1 extérieur. 11 reste à trouver à quelle condition elle est assujetti 


à la surlace du fer doux. 
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Or les équations (16) donnent 


X cos(N<-, x) 


ofb COS (Nj, y) 


cos (N/, z) 


dÜ 2 

àN i 


(E* COS (N;, X) 


'^cos(N i -, j) H- a cos 




4 [X cos(N/, x) 


iPo cos (N/, y) 


O 


cos (N/, z)] 


( io) 


î ~ k 


L d^t 


( 5 ? cos (N/, x) 


S cos (N/, y) 


a cos 


(N/, z) 


d-0 2 . . dO* 

dN e + ( 1+ ^ 7tA ) ^ - 0 


ce qui est la condition cherchée. 
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CHAPITRE III. 

FORCES QUI S’EXERCENT ENTRE UN COURANT LINÉAIRE 

ET UN AIMANT. 


g 1. — Action d’un courant linéaire sur un aim ant. 

Etant données la loi de L’induction électromagnétique et l’ex¬ 
pression de l’énergie interne d’un système qui renferme des cou¬ 
rants linéaires quelconques et des aimants, il suffira de reproduire 
à peu près textuellement les raisonnements exposés au Livre XV, 
Chapitre VIII, pour arriver au résultat suivant : 

Lorsqu on déplace en présence l’un de l’autre un courant 
linéaire quelconque et un aimant, les actions mutuelles de ces 
deux corps effectuent un travail égal au signe près à 



m 

la variation est prise en supposant Vaimantation invariable 
de grandeur et invariablement liée, comme direction , à la 
substance qui forme l’aimant. 


La quantité 




A OÏL dv J ds 


représente donc la forme générale du potentiel électromagné¬ 
tique d'un aimant et d’un conducteur linéaire quelconque. 

La forme de ce potentiel nous apprend immédiatement que les 
actions mutuelles d’un élément magnétique et d’un courant quel¬ 
conque sont les mêmes que les actions mutuelles de ce courant cl 






f 
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du petit courant équivalent, par hypothèse, à l’élément magné¬ 
tique dans l’étude des phénomènes d’induction. 

Cherchons l’action qu’un courant quelconque exerce, d’après la 
loi précédente, sur un élément magnétique. 

Cette action se réduit à une force, de composantes X, Y, Z, 
appliquée au milieu m(£, r\, Ç) de l’élément magnétique et d’un 
couple dont l’axe a pour composantes L, M, N. Calculons ces 
quantités X, Y, Z, L, M, N. 

Pour déterminer X, donnons à l’élément magnétique une trans¬ 
lation 8!j. Le potentiel électromagnétique du courant sur l’élé¬ 
ment subira une variation §11, et nous aurons 


XBx 


8n. 


Tout revient donc à calculer §11. 


Or, nous avons 


Nous avons aussi 


8n 


A 


A 

1/2 


OÏL dv 8 / JA ds. 


dy dX, 


dz d'T] 


d 


1 


ds dl ds dl J 



dz d\ 
ds dl 


d 


1 


r 


dx dH, 
ds dl ) di\ 


dx d t\ 
ds d l 


dy d 


d 


1 


r 


ds dl dl 


On voit alors que si \ augmente de §£, tous les autres paramètre 


demeurant constants, on aura 


SA 


I 


dz dt\ 
ds dl 


dx dXl 
ds dl 


dy d\ 
ds dl 


d 2 

dy dÇ\ r 


ds dl 


dz d \ 


dl 


02 


ds dl 1 dl d-r\ 


1 


O 2 

dx dr\ \ r 

Ts dl) dl dl 


ùt. 
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Ce résultat nous donne la première des trois égalités 




dz di\ 
ds dl 


dx dÇ 
ds dl 


dy <K 

ds dl 


d 2 - 

r 

d 2 1 

r 


dz d\ 

ds dl J d£ ài\ 



d 2 - 

dx dir}\ r 


dy d% 

ds dl ds dl ) d£ dÇ 


J ds * 


Y 




dx d'C 
ds dl 


_ d 2 - 
dy dT\ r 


dz d^ _^_. _ 

ds dl ds dl/dijdç, 


dz d\ 
ds dl 


d^ 


i 


r 


dr t 



dy d% 


dx di\ 


d 2 - 

r 


ds dl ds dl J di] d£_ 


J ds 


Z 



r 


7 à* - 

dy dç \ r 


dz di] 

ds dl ds dl J dÇ d£ 


— 


/ dx 

i 

VJ* ! 

dz 

dj\ 

^ i 

d 2 - 

r 

-H 

/dy d\ 

dx di] \ 

r 

\ ds 

cil 

ds 

dl j 

dt, dr t 

\ ds dl 

ds dl J 

à? J 


J dsi 


les deux autres s’établissent d’une manière analogue. 

Calculons maintenant les trois quantités L, M, IV. Supposons 
que l’élément dl subisse une rotation 8v autour de niL. Les sept 


quantités 


d - 

r 

d 1 - 

r 

à l 

r 

à\ ’ 

dt] ’ 

àï ’ 

doc 

dy 

ds ’ 

dz 

ds * 

ds ; 


d \ 



dl 



demeurent invariables. On a alors 
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On a alors 


°di 


-s dr. 
0 _i 

dl 


dr\ 

dl 

d\ 

dl 


ov 


ov. 


3a 


dz 

ds 





à 


3v 


1 


r 


dl 


dy » dr\ dx *d\ . „ 

Ts°di- j -d; 0 Ti u ' K 


On obtient ainsi la dernière des trois égalités 


L 


Jt 

V- 


DTldv 


d 


r 


r 


dy df] 


dz d Ç 


d 


1 


r 



\ d s dl ds dl 


dr\ dl 




(2) 1 


M 


5V 




= DU dv 


•2 


r fdz d l 
dr, \ ds dl 



dx d~\ 
ds dl J 


à 


r dl 


à- j 

r dl 

01 dl 




\ 


\ 


N 


% 


V f 


= DIL dv 


9. 


d 


\ 


/ 


dx d\ 
dl \ ds dl 



dy df] 
ds dl 


dl dl 


â T-dï 



dr dl 


Oc, dl ‘ dr] 


Les deux premières s’établissent d’une manière analogue. 


dx 

ds 


J ds. 


dy 

ds 


J ds 



d 


ds 


J ds. 


î. 


Action d’un élément magnétique sur un élément de courant 

quelconque. 


L’action d’un élément magnétique AB sur un élément de con¬ 
ducteur quelconque MN = ds , traversé de M en N par un courant 


dont l’intensité est J en M et (J 


£ /J 

ds 


ds) en N, se définit comme 


l’action d’un courant quelconque sur un élément de courant quel¬ 
conque. D’après cette définition, le travail des actions en ques¬ 
tion, dans un déplacement qui amène l’élément MN en M'N', est 
égal au potentiel électromagnétique de l’élément AB sur un cou- 


MNN'M 


des lettres, et 


ayant : 


En MN, une intensité qui varie de J à f J 


dJ 

ds 


ds 


En NN', une intensité (J 

\ 


(ü 

ds 


ds 


D. 


III. 


32 


1 



■q8 
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En 



, une intensité qui varie de fj 


çü 

ds 


ds) ; 


En M'M, une intensité J. 

On démontrera aisément que cette action se réduit à une force 
appliquée au milieu O (x, y, z) de l’élément MN. Nous allons 
nous proposer de calculer les composantes X, Y, Z de cette force. 


Soit A (d?) la valeur de la quantité A pour le système formé 
par l’élément AB et un élément conducteur quelconque de. 

Pour calculer X, nous donnons à l’élément MN une translation 
ùx parallèle à Ox. Les deux lignes MM/, NN' sont alors parallèles 
à Ox, de même sens, et égales à o#. 

D’après la définition précédente, on a 


5 T (\ 

vt>x 


ALdI Idv Ia(MN )Jds 

1/2 L 


A(NN') ( J 



(A/ j y \ ’V 

— ds ) ox 
as 


A(N'M') 3ds 



A (M'M) J 8a? j 


Si l’on remarque que l’on a sensiblement 


A(NN') + A(M'M) 


o 


on voit que cette égalité peut s’écrire 


Xox 


SI 


(3) 




3TL dv J [A(MN )ds A(NN')8a?-t-A(N'M ')ds 4 - A(M' 


1 


9L d T 

OÏL dv 4 A (NN') ds 


✓ 


ds 



Nous désignerons par <r l’angle sous lequel, du milieu m de 
l’élément magnétique AB, on voit la face positive du circuit 
MNN'M'M. Nous aurons 


(4) 


drs 

dl 


A(MN)cfo 4- A(NN') 8a? -+- A(N'M') ds-+- A(M'M)8a? 


Soit N la normale à la face positive en question. Soit r la di¬ 
rection O m. Nous aurons 


cos(N, r) si n(ds, ox) 


ds ox 
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Ol 


• on a 


cos (N, r) = cos (N, x) cos (r, x) 



cos (N, y) cos (r, y) -+- cos (N, z) cos (r, z) 


D’autre part, on voit bien aisément que 


cos (N, x) 


O 


? 


cos(N,jk) 


cos ( ds, OZ) 
sin (ds, OX) 


dz 

ds 


sin (ds, OX) ’ 


cos (N, z) 


cos (ds, OY) 
sin (ds, OX) 


(fy 

ds 


sin (ds, OX) 


On a donc 


cos (N, r) 


ôr d 


dr dy 

sin (ds, OX) ds dz Us 


et, par conséquent, 


(5) 


da 

dî 


d 


d 


i 


r dy 

dl \ dz ds 


à 


r dz 


dy ds 


ds o# 


D’un autre côté, on a 


A(NN') 


ou bien 


( 6 ) 


A(NN') 


Si donc on pose 


à - 

à - 


r 

r 


dx 

dy 

dz 

d\ 

dt\ 


dl 

dl 

dl 

i 

O 

0 


à - , Y 

_ r aç 

dy dl 


d- , 

r dî) 
dz dl 


(7) 


X 

Y 

Z 


Xi -+- x 2 , 

Yi + 


Y 


2 > 


Z 


1 



z 2 , 


les égalités (3), (4), (5) et (6) démontreront les premières for 
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mules de chacun des deux groupes : 




k 3. _ Transformation des formules précédentes. — Comparaison 

de la loi trouvée avec les lois d’Ampère et de Biot. 

Examinons la loi de l’action d’un élément magnétique sur un 
élément de courant uniforme, loi exprimée parles formules (8) 

et (9). 

La force qui a pour composantes X,, Y,, Z, garde la même 
valeur, que l’élément de conducteur sur lequel elle s’exerce soit 
traversé par un courant uniforme ou par un courant non uni¬ 
forme. Elle peut être décomposée en deux forces, dont chacune 
est émanée de l’un des pôles de l’élément magnétique. Chacune 
de ces deux forces est d’ailleurs donnée par la loi d’Ampère- 

| Livre XV, Chap. VI, égalité (1)]. 

La force qui a pour composantes Xo, Yj, Z^ n est differente 
de o que si l’élément de conducteur sur lequel elle agit est tra¬ 
versé par un courant non uniforme. Elle ne peut être regardée 
comme la résultante d’actions exercées séparément par les pôles 

de l’élément. 
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Les deux identités 




dont il est facile de vérifier l’exactitude, montrent qu e cette force 
est à angle droit avec l’axe de l’élément magnétique et avec la 
droite qui joint l’élément magnétique à l’élément conducteur. 

Le déterminant 

x — \ y — f\ z — 'c, 

x 2 y 2 z 2 

d\ d’f] dÇ 

I dl dl dî 

se réduit, tout calcul fait, à 



La force en question a donc, par rapport à l’axe de l’élément ma¬ 
gnétique (Introduction, Ghap. II), un sens de rotation de même 

. di 

signe que -r • 

Pour trouver la grandeur de la force dont la direction est ainsi 
parfaitement déterminée, nous prendrons pour origine le milieu O 
de ds 5 pour axe des x la droite v\ pour axe des z la normale à / 
située dans le plan de r et de dl , et du même côté de r que dl. 
Il est facile de voir que, dans ce cas, la force cherchée se réduit 

à sa composante Y 2 . 

Mais, dans ce cas, 
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La grandeur de la force est donc 


F 


A 7 dJ , sin(r,«f/) 
D1L dv — as 


v/ 


ds 


Ainsi, Vaction d’un élément magnétique sur un élément de 
courant quelconque se compose : 

i° De deux forces, émanées de chacun des deux pôles de 
l’élément magnétique ; ces forces sont données par la loi 
d’Ampère; 

2° D’une force, normale à l’axe magnétique de Vélément, 
à la ligne de jonction de l’élément magnétique et de l’élé¬ 
ment de courant, dirigée vers la gauche d’un observateur 
situé suivant l’axe de l’élément magnétique et regardant l’é¬ 
lément de courant; cette force a pour grandeur 


(io) 


F 


% sin ( r, dl) 

T 


DK dv 


dJ 

ds 


ds 


Toutes ces forces sont appliquées au milieu de l’élément de 

courant. 

Examinons maintenant la loi, donnée par les formules (i) et 
(a), pour l’action d’un courant quelconque sur un élément ma¬ 
gnétique, et comparons-la aux lois qui ont été proposées, pour la 
même action, par Ampère d’une part et par Biot d’autre part. 

D’après Ampère, un élément de courant ds, dont le milieu a 
pour coordonnées ( x , y, z ), exerce sur une masse magnétique a, 


située au point (£, ■/), Ç), une force dont le point d’application est 


en ( x , y , z ), et dont les composantes ont pour valeur [Livre XV, 
Ghap. X, égalité (i)l 


i 


cX? 


/ 


[x J ds 


(H) 


3 


A 


>/ 


r [JL J ds 


2 
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l 


v/ 


= [JL J ds 


2 


d r dz 

| -< 

dy 

dï) ds . 


ds 

** ~r dx 

d - 

r 

dz 

ds 

‘ à 'ï 

ds 

à- , 

r dy 

d - 

r 

dx 

dt ds 

àr\ 

ds 



Transportons cette force de manière que son point d’applica 


I 
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5 » *li O* Il faudra alors adjoindre à cette force nn 


couple dont l’axe aura pour composantes 


■c 


[?r(£ 


Z ) 


& ( r i—y)]> 


01L 

- -- - 

[&(£ -*)-X(Ç 

*)]> 

0L 

' 

[OC- (Y) — y) — ({■_ 

*)i, 

ou, en remplaçant OC-, fj, 

& par leurs valeurs 


( 

-t 

% _ . d dr 

~ /l [X}dS ds df’ 


( 12 ) < 

01L 

21 T 7 d dr 

= y^ ids és^ 



' 0L 

2t _ j d dr 

- jï* 1 ***- 



Chaque élément magnétique est soumis à l’action de deux forces 
telles que celle qui est donnée par les égalités (i i), appliquées en 
ses deux pôles, et de deux couples tels que celui qui est déterminé 
par les égalités (12). 

En composant entre elles ces actions, on pourra les réduire à 
une force appliquée au milieu de l’élément magnétique et à un 

couple. 

La force a pour composantes 


Xds 


3 t 

/ 



J ds 


( [ 3) 


fi)ds 


% 


s/ 


- 01 \jdv J ds 


2 


3 ds 


\ 


~ OÏL dv J ds 

v h dl 


à | 


dz 

à- , 

r dy 

dl 

\ dr t 

ds 

OÇ ds 

à ( 

( d - 
r 

dx 

à- , 

r dz 

dl 


ds 

àq ds 

l ( 

(d X - 

r 

\ — ■ ■ -p 

dy 

Ô 'r± 





dz ds 


du] ds 


Quant 


04) 


fi ds - 

= (Jffi - 

h $2 

) ds, 

Mds = 

= (Jttt J 

h 

s ) ds. 

fil ds - 

= (Ht|- 

{- ÎI 2 

) ds, 


£ t ds, Mids, li ds étant les composantes de l’axe du couple 
obtenu dans la composition des forces représentées par les éga- 
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lités (i i), et iTo ds, itl 2 ds, 2 ds étant les composantes de Taxe 

du couple obtenu parla composition des couples donnés par les 
égalités (12). 

On aura 

m ' ds 


w 

lités (11) 


3 


? 


des éga- 


11 5 ) 


£1 ds 


itli ds 


îlti ds 


% 
/ 


Oïl clv J ds 


°_r (dy dr\ 

à 


ds dl 



% 


y/ 


= 3tL-dvJds 


v ?' /dz dl\ 
drj \ ds dl 


% 




- 011 dv J ds 


2 


° r / rf,r 


dz dÇ\ 
ds dl / 



dx d\ 
ds dl 


dy dr\ 
0 £ «fi ds 




dr, dl 


à- , 

r dy 

0% dl 


à- ,, 

r aç 


^ r dl ; 
(JC 


\ 









? 



D’autre part, des formules (12) on déduit aisément 


06 ) 


£<>ds 


5v 


s/ 


St 


_ OÏL dv J <r/s 


() 2 0 / 


lîlg =-— 01 L dv J ds 


ds dl d% 
d 2 di' 


y/ 


■2 


Os dl dri 


Il 2 ds 


3^ 0% Or 

- 7 = JIL rfr J ds g 

1/2 ds d/ dÇ 


Les égalités ( 1 3 ), (i 4 ), (i 5 ), (16) expriment, d’après la loi 
d’Ampère, l’action d’un élément de courant quelconque sur un 
élément magnétique. Comparons-les avec les égalités (1) et (2) 
qui expriment la véritable loi de celle action. 

L’égalité 
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permet de donner à la première des égalités (i) la forme 


X 


51 


✓ 


- 011 d\ 


2 


Mais on a 



dy 


H 


d\ 



i 

/ 


dr 



i 


ds \ 0<j 0Ç dl àri 0£ dl 


d 


à 2 - 
r d\ 


O 2 


i 


ds 


0 ç dt] dl 
d2 ~r dx 


r dt\ 

Or; 2 dl 



dX, 

dl \ Or] 0£ ds 



d'f) 

dî 


Or] 2 ds 

O 2 - , 

__£_ 5 T 

0£ 0-; Os _r " OwOrj flfs 




rj2 


d* 


i 


r 


^ 1 

0 2 - 

T 


dt; àri 


l 


dx 2 ? 
d 2 - 

r 

dx ày 7 


i 



d 2 - , 

r ofÇ 

<2 r// 







r 


d 2 - 7 d 2 - 7 

/* dy * dz 



^ 7 ] 




é/.s 


L’égalité précédente peut donc s’écrire 






Or, ou bien le courant est fermé; ou bien, s’il est ouvert, l’inten¬ 
sité est égale à o en ses deux extrémités. On a donc 
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et les relations précédentes fournissent la première des égalités 


X 


% 


f 


- OÏL dv 




OÇ ds 



’ dr\ 



Y 


5 V 


v/ 


- 011 dv 



d- 

r 


dx 


dt ds 


ds 


Z 


5 t 


/ 


- 011 rfe 





ds 


ds 


ds 


M 

m 


dÇ 

~dl 


d - 

r d 


d\ 

dy dl 



Ces égalités (17) peuvent s’écrire 


X 


3 V 


/ 


OÏL rfc 



d/ 



Os 


ds 


ds 


JT «?s, 


(18) 


Y 


\ OÏL dv 





d 


d £ 


ds d/ 


6 ? 


T 


r dÇ 1 d J 


dr d/ 




ds 


ds, 


Z 


^ OÏL dv 


\ 


v/ 



û?7) 

57 


0 


r 


d; 


dv dl 


di 

ds 


ds 



3 ds. 


di 


dz dl dy dl J ds 


di 


dz dl J ds 


di 


dx dl / ds 


Ces égalités (18) montrent que la force qu’un courant quel¬ 
conque exerce sur un élément magnétique coïncide avec la 
foi 'ce donnée par la loi cVAmpère dans le cas où le courant 
est fermé et uniforme et seulement dans ce cas. 

Si r on compare les formules (2) et (i5), on voit que 


( > 9 ) 


faut et il suffît que l’on ait 


( 20 ) 


/*• 


ds 


- o 


? 


L = 

f Æ, ds, 

M = 

J & lj ds, 

N = 

f Ht ds. 

qu’un courant 

e cou 

pie donné 

f iîl 2 1 

is — 0 , 


sur un élément 
loi d’Ampèrc, il 


f tt 2 ds = o. 
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Or on a, d’après les égalités (16), 


507 


iT 2 ds 


d dr '" 


St 




dl dÇ 


o 




3 OÏL dv 



d / dr\ cü 


dl ld£ 


is 


ds 


D ailleurs, en toutes circonstances, 


J 


d dr\ 1 


dl d!~ 


o. 


o 


Les égalités (20) deviennent donc 


d ( dr\ cl J 


dl \ d% / ds 
à (dr\di_ 

dl \dy] / ds 
à / dr\ di 


ds 


0 


ds 


o, 


dl \dÇ/ ds 


ds 


o. 


Elles nous apprennent que le couple engendré par l'action d'un 
courant quelconque sur un élément magnétique est donné par 
la loi d’Ampère lorsque le courant est fermé et uniforme et 
seulement dans ce cas. 

La loi d’Ampère est donc exclusivement applicable à l’action 
d’un courant fermé et uniforme sur un élément magnétique. 

Biot a donné une loi qui diffère de celle d’Ampère en ce que la 
force , io, donnée par les égalités (11), est appliquée au 
point (£, 7), Ç) et non au point (x, y, z). Dans la loi de Biot, 
l’action d’un élément de courant sur un élément magnétique se 
réduit à une force appliquée au milieu de l’élément magnétique et 
à un couple. Gomme dans la loi d’Ampère, la force a pour com¬ 
posantes les quanti tés 3G ds, ds, % ds, données par les éga¬ 
lités (i3), mais les composantes de L’axe du couple se réduisent 
aux quantités $ \ ds, ds, W, ds, données par les égalités (i 5 ). 

Les égalités (19) nous apprennent alors ce résultat : 

Le couple exercé par un courant quelconque sur un élément 
magnétique est toujours donné exactement par la loi de 

Biot. 


L’égalité (18) nous apprend que la force qu'un courant quel¬ 
conque exerce sur un élément magnétique ne se îéduit à la 



3 <>8 LIVRE XVI. — AIMANTS ET COURANTS QUELCONQUES. 

.force donnée par la loi de Biot que dans le cas où le courant 
est fermé et uniforme. 

L’ensemble des égalités (18) et (19) nous montre que, pour 
obtenir l’action qu’un courant quelconque exerce sur un élément 
magnétique, il faut adjoindre aux forces données par la loi de Biot 
une force exercée par chaque élément de courant au milieu de 
chaque élément magnétique et ayant pour composantes 






<\ r l\ 

~ OÏL dv — ds 
y % ds 



d- 

dZ, 

à- , 

r ar\ 

ày 

dl 

dz dl 

à- 

r 

d\ 

d- . 

r aÇ 

dz 

dl 

dx cil 

d- 

r 

d't\ 

d ~r d% 

dx 

"dl 

dy dl 



? 


? 


Cette force a même grandeur que la force dont les composantes sont 
données par les égalités (9), mais elle lui est opposée en direction. 

Nous pouvons donc énoncer la loi suivante : 

L’action d’un courant quelconque sur un aimant quelconque 
peut toujours être regardée comme résultant : 

1 0 De forces que chaque élément de courant ds exerce sur 
chaque masse magnétique p. Chacune de ces forces, comme le 
voulait Biot, est appliquée à la masse magnétique ;jl , normale 
au plan de r et de ds, dirigée vers la gauche d’un observateur 
situé dans l’élément ds et regardant la masse magnétique ; 
elle a pour grandeur 


( 22 ) 


F 


SV sin(r, ds) 




2 


,2 


ij. J ds. 


/< 


/< 


appliquée au milieu de Vélément D\Ldv : normale au plan de r 
et de dl , dirigée à droite de ce plan pour un observateur si¬ 
tué suivant dl et regardant l’élément ds\ elle a pour gran¬ 
deur 





sin(r, dl) 
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Cette dernière force ne peut se décomposer en actions exer¬ 
cées séparément sur chaque pôle. 

Ainsi, dans cette loi, comme dans la loi énoncée par Biot pour 
les courants fermés et uniformes, les actions exercées par un élé¬ 
ment de courant sur un élément magnétique se réduisent à trois 
forces qui sont respectivement égales et de direction contraire aux 
trois forces auxquelles est réductible l’action de l’élément ma¬ 
gnétique sur l’élément de courant. Mais ces forces, tout en étanl 
respectivement égales et de sens contraires, n’ont pas les mêmes 
points d’application. Les forces exercées sur l’élément magnétique 
ont, pour points d’application, les pôles de cet élément et son 
milieu ; les forces exercées sur l’élément de courant sont appli¬ 
quées au milieu de cet élément. L’ensemble des six forces en ques¬ 
tion forme donc trois couples élémentaires, selon l’expression 
de Biot et d’Ampère. 

Peut-on, comme il arrive dans la loi d’Ampère relative aux cou¬ 
rants fermés et uniformes, décomposer l’action d’un courant quel¬ 
conque sur un élément magnétique en actions exercées par 
chaque élément de courant ds sur l’élément magnétique, de telle 
façon que ces actions soient égales et directement opposées aux 
actions de l’élément magnétique sur l’élément de courant? En 
d’autres termes, peut-on dans l’énoncé de la loi précédente, sup¬ 
poser que toutes les forces exercées par l’élément ds aient pour 
point d’application le milieu de l’élément ds ? 

Faisons celte hypothèse. Nous trouverons aisément que l’action 
d’un courant quelconque sur un élément magnétique se réduira à 
une force appliquée au milieu de l’élément magnétique et ayant 
pour composantes les quantités X, Y, Z, données par les éga¬ 
lités (i), et à un couple dont l’axe aura pour composantes 
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égalités (16) et _C 3 , Jït 3 , ^3 par les égalités suivantes 


( 2 î ) 


£3 ds = 

= [H(*- 

-O- 

-Z (y- 

- 7 ) )] ds, 

iïl 3 ds = 

= [Z (a? - 

-£ )- 

-3 (z ~ 

-O] ds » 

HI 3 ds - 

= C S (J- 


— H (x - 

- £ )] ds. 


L’hypothèse faite ne peut donc conduire à des résultats exacts 
que si l’on a 


( 25 ) 


f (m 



£3 )ds 


o, 


IÏI3) ds 


o 


) 



ÎH3 ) ds 


o. 


Les égalités (21) et (24) donnent 


£3 ds 


5 V , l7 , r dJ à Or 
_ dv I 7 \ j ■*> ds y 




ds 01 Oï 



iîta ds 


5 t . rdl 0 Or 
- 31 L dv I — — — ds, 


y/ 


ds 01 0v\ 


îla ds 


% , C d d dr J 

r OÏL dv I -—— — ds. 


s/ 


ds dl dÇ 


Mais on a 


àJ à àr 
às dl d\ 


ds 


J 


d dr 


dl àq 



r $2 dj 


0 


j dl às 


ds 


D’ailleurs, en toutes circonstances, 


J 


à àr 
dl 


T=o 

Jo 


On a donc 


( 26 ) 


£3 ds = 

. * 
y/2 

0 IL dvj 

r j jl 

1 dlàs 

àr , 
% ds ' 

Xïl 3 ds = 

51 

v 2 

OÏL dv J 

1 (Jl ds 

"If ds, 

drj 

îl 3 ds - 

_ 5t 

OÏL- dvj 

f, * 

àr , 
— ds. 

v/2 

01 Os 

01 


En comparant ces égalités (26) aux égalités (16), on voit aisé¬ 
ment que les égalités ( 25 ) sont toujours satisfaites. 

Par conséquent, l’action d’un courant quelconque sur un 
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aimant quelconque peut toujours être regardée comme résul¬ 
tant : 

1 ^ e f orces que chaque élément de courant ds exerce sur 

chaque masse magnétique ja. Chacune de ces forces, comme le 
voulait Ampère, est appliquée en un point qui coïncide avec 
le milieu de l élément ds, normale au plan de r et de ds, diri¬ 
gée vers la gauche d'un observateur situé dans l’élément ds et 
regardant la masse [a; elle a pour grandeur 



2° De forces que chaque élément de courant ds exerce sur 
chaque élément magnétique 31 L dv. Chacune de ces forces est, 
elle aussi, appliquée en un point qui coïncide avec le milieu de 
l’élément ds, normale au plan de r et de dl, dirigée vers la 
droite d’un observateur situé suivant dl et regardant l’élé¬ 
ment ds ; elle a pour grandeur 




sin ( dl) 
r % 


OÏL dv 



D’après cet énoncé, l’action d’un courant quelconque sur un 
élément magnétique est la même que si l’action de chaque 
élément de courant sur l’élément magnétique se réduisait à 
une force égale et directement opposée à l’action de l’élément 
magnétique sur l’élément de courant. 

































SUK L APPLICATION DE LA LOI D OHM AUX COURANTS LINÉAIRES. 


Les considérations exposées à la page 411 du Tome I doivent être com¬ 
plétées de la manière suivante : 

On a ( foc. cit., ligne 3 ) 



ou bien 



Mais l’égalité (7) ( t. I, p. 4 ° 3 ) montre qu’e/i tout point de la surf ace 
d’un conducteur parcouru par un courant uniforme, les lignes de flux 
sont tangentes à la surface. 

D’autre part, on peut démontrer (t. I, p. 41 5 ) qu’e/i tout point d’un 
conducteur homogène, les lignes de flux coïncident avec les trajec¬ 
toires orthogonales aux surfaces d’égal niveau potentiel. 

On voit donc que les surfaces d’égal niveau, tracées à l’intérieur 
d’un conducteur homogène parcouru par des courants uniformes, 
coupent normalement la surface du conducteur .. 

De là cette première conséquence : 


La section droite A est une surface de niveau. 

Les diverses sections droites infiniment voisines étant sensiblement pa¬ 
rallèles, on trouve cette seconde conséquence : 

dV 

La quantité — a sensiblement la même valeur en tous les points de 
l’aire A. L’égalité précédente devient donc 


J 


A dV 

JR ds 


La quantité ~ se rapporte à un point du plan A, quelconque, mais 

intérieur au conducteur. La ligne s étant tangente à la surface du conduc¬ 
teur, cette quantité a la même valeur (t. I, p. 91), en un point du plan A 
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extérieur au conducteur et infiniment voisin de sa surface; c’est le sens 
qu’il faut lui attribuer dans la formule ( 3 ) (t. I, p. £n). 


NOTE B. 


suit LA THÉORIE DES COURANTS THERMO-ÉLECTRIQUES. 


Si Ton veut appliquer les équations générales de l’équilibre électrique 
[t, I, p. 4^9, équations (4)] à un conducteur dont la température varie 
d’un point à l’autre, mais qui est, en tout point, formé du même métal, 
on devra poser 

d0 d0 d& 





Si l’on observe en outre que l’on a [t. I, p. 


363 , égalité (16)] 


H = 

les équations citées deviennent 


à& 

df ’ 


dV 

dx 





Ainsi, entre les diverses parties inégalement chaudes d'an même 
métal , il ne s 7 établit aucune différence de niveau potentiel . 

Cette proposition, conforme à certaines idées de Clausius ( 1 ), semble 
contredite par l’expérience. En effet, M. Pellat a montré qu’il existe une 
différence de niveau potentiel entre deux plateaux formés du même métal 
et portés à des températures différentes ( 2 ). 

a Ce phénomène, dit M. Pellat, n’avait jamais été observé à ma con¬ 
naissance, car il ne faut pas le confondre avec celui qu’avait prévu Sir 
W. Thomson et dont il a montré l’existence par l’expérience. L’effet 
Thomson n'est autre que l’effet Peltier entre deux parties inégalement 
chaudes d’un même métal rendues dissemblables par une inégalité de 
température. Il existe la même différence entre l’effet Thomson et le phé¬ 
nomène qui nous occupe qu’entre l’effet Peltier et le phénomène étudié 
jusqu’ici entre deux métaux dissemblables. » 

Dans un récent Ouvrage ( 3 ), M. H. Poincaré oppose cette contradiction 


1 ) II. Clausius, Sut' Inapplication de la Théorie mécanique de la chaleur 
aux phénomènes thermo-électriques ( Mémoires sur la Théorie mécanique de 
ta chu leur , trad. par F. Folie, t. IL p. 162 ). 


( 3 ) IL Pellat, Différence de potentiel des couches électriques qui recouvrent 
deux métaux en contact Annales de Chimie et de Physique , 5 " série, t. XXIV, 

p. 83 ; 1881). 

I II. Poincaré, Thermodynamique, pp. 38 1 ctsuiv. Paris, 1892. 
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a la theone des phénomènes thermo-électriques que nous avons dévelop¬ 
pée. On pourrait cependant, et M. Poincaré signale lui-même cette échap¬ 
patoire, éviter cette objection en observant que la proposition précédente 

Qttivmn rtn a I ^ r, 1_ * 1 


irme que les valeurs prises, pour un même métal, « une distance 


a 



surf 


égales entre elles. L expérience de M. Pellat prouve, au contraire, que les 
valeurs prises par les mêmes quantités sur les surfaces terminales sont 
inégalés. Entre ces deux conclusions, il n’y a pas contradiction. 

Mais une autre observation capitale doit intervenir dans l’explication 
de 1 expérience de M. Pellat. 

Qu’entendons-nous dire lorsque nous parlons de deux conducteurs for¬ 
més par un même métal porté à des températures différentes? Nous enten¬ 
dons dire que les paramètres qui définissent la matière formant un con¬ 
ducteur ont tous la même valeur pour ces deux conducteurs, sauf la 
température, qui n’a pas, pour chacun d’eux, la même valeur. 

Or les paramètres qui définissent la nature et l’état d’un conducteur ne 
sont pas choisis d une manière arbitraire. La plupart des propriétés du po¬ 
tentiel thermodynamique interne, et, en particulier, celles sur lesquelles 
repose la démonstration de l’équation fondamentale 


H 


d© 
dT ’ 


supposent le choix de ces paramètres assujetti à une certaine loi (i). 

Ces paramètres sont choisis de telle manière que, s’ils demeurent con¬ 
stants pendant que la température éprouve une certaine variation 

) 

aucun travail extérieur n’est effectué et aucune force vive n’est prise par 
le système. 

Si, par exemple, il s’agit de définir un corps de nature chimique déter¬ 
minée, pris dans un état moléculaire déterminé, il faudra adjoindre à la 
température, comme paramètre variable, son volume spécifique. 

Dès lors que signifiera cette expression : deux conducteurs formés du 
même métal et portés à une température différente? Elle signifiera que ces 
deux conducteurs sont non seulement formés d’un métal de même nature, 
pris sous le même état moléculaire, mais encore qu’en chacun d’eux ce 

■t 

métal a la même densité. En d’autres termes, elle signifie que la dilata¬ 
tion accompagnant les variations de température du métal a lieu sous vo¬ 
lume constant. 

Si, au contraire, les divers conducteurs sont soumis à une pression con¬ 
stante et uniforme, deux conducteurs formés d’un métal de même nature, 
portés à des températures différentes, ne pourront être dits du même métal. 

Si un conducteur est formé en tous ses points d’un métal de même 


( ■ ) Voir Tome I, p. 34i. Voir aussi P. Duhem, Sur les équations générales de 
la Thermodynamique ( Annales de l’École Normale supérieure, 3 e série, t.VII, 

p. 23 i; 1891). 
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nature, s’il est porté à une température variable d’un point à l’autre et 
s’il est soumis à une pression uniforme et constante P, il ne faudra plus, 
dans les équations ( 4 ) et ( 5 ) (t. I, pp. 489-49°) P° ser 

d0 d0 àQ 

dx = °’ dÿ = °’ dl = ° ; 

mais, en désignant par p(P, T) le volume spécifique du métal sous la pres¬ 
sion P, à la température T, 

d® d® dv d® d® do d® d® do 

dx do àx ’ ày do dy , àz do àz 


ou bien, en désignant par o 0 le volume spécifique du métal sous la pres¬ 
sion P, à la température de la glace fondante; par «(P, T) le coefficient 
de dilatation du métal sous la pression constante P, à la température T, 



On voit alors qu’en deux points de ce conducteur où la température a 
des valeurs différentes T et T'la fonction potentielle aura des valeurs dif¬ 
férentes V et V', liées par la relation 





c >0 [ o( P, T), T ] g ( p T ) dT __ Q 

do 


Dans les théories que renferment les Chapitres VIII, IX et X du Livre V, 
nous avons toujours entendu le mot un même métal dans le sens que 
nous venons de préciser. Si donc on veut appliquer ces théories aux expé¬ 
riences faites sous une pression constante et uniforme, on devra convenir 
de négliger la dilatation des métaux. 

Si l’on ne veut point faire une semblable approximation, il faut reprendre 
ces théories sur nouveaux frais, ce qui, d’ailleurs, se fait sans aucune dif¬ 
ficulté, comme nous allons le voir. 

A l’intérieur d’un métal dont la nature demeure la même, mais dont la 
température varie d’un point à l’autre, les deux fonctions que nous avons 
désignées (t. I, p. 490 P° r H(a?,7, z, t) et ÿ(x,y, z,t) deviennent de 
simples fonctions de o et de T. Si la pression extérieure est maintenue 
uniforme et constante, 0 devient une simple fonction de T et il en est de 
même des fonctions H(x,y, z,T) et l)(x,y , -s,T), que nous pouvons dési¬ 
gner alors par h'( T) et ij'(T). De ce point de départ, on peut développer 
une théorie des courants thermo-électriques en tout semblable à celle 
que nous avons exposée. Les deux fonctions h' T), ij}'(T) joueront dans la 
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première théorie le même rôle que les deux fonctions A(T), $(T) dans la 
seconde. 


aura pour valeur 

(2) 


ff 


p'b _ 

1 a ~ 


_ [Aa(T) —A&(T)1T 


E 



Rien ne sera donc changé 
courants thermo-électriques. 

Nous aurons [t. I, p. 363 , égalité (16)] 


relations qui lient l’effet Peltier et les 


a; (T) 


d8a(?a,T) 

dT 


ou bien 


Aa( T ) 


h’ b { T) 


) 

“ } 

H(T) = 

d® a 

_ à® a 

àv a 

dT 

àv a 

dT ' 

d®b 

à® b 

dv b 

dT 

àvb 

dT ’ 


à® b (Vb,T) 

dT 


ou enfin, en désignant par w 0 , ( 3 (P,T) les quantités analogues à p 0 et 


a(P, T), relatives au métal ô, 


(3) 


et, par conséquent, 

(4) ' 


Ai(T) 

1 

S Iuj 

<s> 

11 

d® a 

' T 7 ~ 

OV a 

K( T): 

I 

® H 

II 

à®b 

w 0 — 

OVb 

486, égalité (i 3 )] 



■ 

D * ®a~ ®b 

a E 

dV b a 


d@ a 

dT 

£ \ 

dT 


«(P,T), 


P(P,T). 


d@b 

dT 


La comparaison des égalités (2) et ( 4 ) donne 


(Ü) Pa A (T) 


sT d D*(T) 


E 


dT 


T P d®a f p rp^ 

t>o — a(P, T ) 


E 


dp 


a 


"•£ffK p . T > 


Telle est la relation qui doit remplacer la relation de M. Lorentz [t. I, 
p. 486, égalité ( 14)]* 

Cette modification apportée à la relation de M. Lorentz modifiera la 
relation (18) (t. I, p. 5 io) qui deviendra 


C 


S [D£(Ti)-D*(T 0 )] 




Ti 



Wo 


T, 


à®b 

dvb 


B(P, T) dT 


( 6 ) 
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L’égalité (sî) (t. I, p. 617/ est générale. Au sein d’un métal de même 
nature en tous ses points et soumis à une pression uniforme, on doit 
poser non plus 


mais 



Nous aurons alors, pour le coefficient de l’effet calorifique qui s’ajoute à 
l’effet Joule, la valeur 



ou 





Le coefficient de Xeffet Thomson ainsi défini gardera, dans la nouvelle 
théorie des courants thermo-électriques les relations qu’avait, dans l’an¬ 
cienne théorie, le coefficient de l’effet Thomson autrement défini. 

On voit ainsi de quelle manière on pourra reprendre toute la théorie 
des courants thermo-électriques, en tenant compte de la dilatation des 
métaux. Seules, les propositions où figurent les différences de niveau po¬ 
tentiel au contact seront altérées. 

Une dernière remarque : M. Poincaré (*) objecte à la théorie que nous 
avons exposée les difficultés que soulève la considération de courants ou¬ 
verts. 

Gomme, dans toute cette théorie, nous n’avons jamais considéré que des 
conducteurs en équilibre électrique , ou des conducteurs parcourus par 
des courants fermés et uniformes , nous ne pensons pas que cette objec¬ 
tion soit fondée. 

NOTE C. 

SUR UNE EXPÉRIENCE d’aNTOINE-CÉSAR BECQUEREL. 


Les principes développés dans la Note précédente permettent de résoudre 
une autre difficulté présentée par la théorie des courants thermo-électriques. 
Nous allons exposer brièvement cette solution. 


1 ) H. Poincaré, Thermodynamique, p. 390. 
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Une démonstration, semblable à celle que nous avons exposée au Tome ï, 

page 490, nous permettra d’énoncer la loi suivante : 

* 

Si un conducteur métallique, partout de même nature , est soumis à 

une pression uniforme, ce conducteur ne peut être le siège de courants 

permanents sensibles, quelle que soit la distribution des températures 
sur ce système. 


Nous avons rapporté (t. I, p. 492) une expérience célèbre d’Antoine- 

Gésar Becquerel qui contredit cette loi, et nous avons indiqué que, d’après 

M. Magnus, cette expérience devait s’expliquer par l’écrouissage du fil de 
platine qui sert à la réaliser. 

Gaugain ( 1 ) et M. Leroux ( 2 ) ont montré, par une série d’expériences, 
que cette interprétation de M. Magnus ne pouvait être acceptée. Ils ont 


prouve 

1 O 


Q 


1 écrouissage s il s était produit, on n’empêchait pas la production du phé¬ 
nomène ; 

Qu en défaisant le nœud sans recuire le métal, ce qui ne pouvait 
qu augmenter 1 écrouissage, on faisait disparaître l’effet thermo-électrique ; 

3 ° Que la formation d’une spirale ne suffisait jamais à la production du 
phénomène, pourvu qu'il n’y ait pas contact entre deux spires différentes; 

4 ° Que l’effet observé par A.-G. Becquerel se produisait toutes les fois 
que l’on mettait en contact deux régions très inégalement chaudes du 
circuit. 

Il faut donc bien reconnaître que les expériences d’À.-C. Becquerel sont 
en contradiction avec la loi précédente. 

Si nous nous reportons aux hypothèses sur lesquelles repose la démon¬ 
stration de la loi précédente, nous trouverons sans peine l’explication de 
ce désaccord. Nous nous sommes appuyé sur cette proposition que les 
deux fonctions H (x,y,z, T) et r *)(a?, JK, T) étaient, à l’intérieur du mé¬ 
tal, de simples fonctions de T, h r ( T)etjÇ'(T). Cette proposition elle-même 
était subordonnée à cette autre : il règne, en tout point à l’intérieur du 
métal, une même pression P. Il suffirait d’ailleurs que la pression P, sans 
être constante, fût une simple fonction de T, pour que la démonstration 
subsiste. Mais cette dernière proposition deviendra fausse en général si le 
métal, gêné par des obstacles, subit une dilatation inégale. C’est ce qui ne 
peut manquer d’arriver lorsque, comme dans l’expérience d’A.-C. Becque¬ 
rel, deux parties du circuit, portées à des températures notablement iné¬ 
gales, sont directement au contact. 


( J ) Gaugain, Mémoire sur les courants thernio-electriques (Annales de Chimie 

et de Physique , 3 e série, t. LXVI, p. 8i; 1862). 

( 2 ) Leroux, Recherches sur les courants thermo-eleclriques (Annales de Chi¬ 
mie et de Physique, 4 e série, t. X, p. 201; 1867). 
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NOTE D. 

SUR LA VARIATION DE LA FORCE ÉLECTROMOTRICE D’UNE PILE 

AVEC LA PRESSION QUELLE SUPPORTE. 


Cette variation est Jiée à l’accroissement de volume ov que subit la 
par l’effet de la réaction qui s’y produit, tandis qu’elle est traversée par la 
quantité d’électricité J dt\ Cette relation est exprimée par Légalité [t. I, 
p. 548 , égalité (1 5 )] 




ov. 


Nous pensons avoir, le premier, indiqué cette relation. Elle a été d’abord 
publ iée dans notre Ouvrage sur le potentiel thermodynamique ( l ). 

Récemment, M. H. Gilbault ( 2 ) s’est proposé de soumettre cette relation 
au contrôle de l’expérience. Voici le Tableau qui résume les résultats de 
ses recherches. Les forces électromotrices sont évaluées en dix-millièmes 


de volt; les pressions en centaines d’atmosphères : 


ï. 

II. 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 

VIII. 

IX. 


Piles 


Daniell (8 °/ 0 ZnSO 4 ; 24 % CuSO*). 

Daniell (20 °/ n ZnSO*; CuSO 4 à saturation).. 
Daniell (27,66 °/ 0 Zn SO 4 ; CuSO‘ à saturation). 

Warren de la Rue (1 °/ 0 ZnCl a ). 

Warren de la Rue ( 4 o °/ 0 ZnCP). 

Accumulateur Planté (8,8 °/ 0 S 0 4 H 3 ). 

Volta.. 

Bunsen. 

Pi le à eaz.. 


dC 

dP 


calculé. 


observé. 


+ 7,18 

- 4 - 6 

H- 5,17 

- 4 - 5 

-+- 2,2 

-+- 2 

-+- 6,62 

^ ” i 

~ 5,04 

— 5 

— 12,7 

— 1 2 

—586 

—600 

—383 

—4o5 

•+865 

-1-845 


Les expériences de M. Gilbault fournissent, on le voit, une belle confir¬ 
mation de la théorie thermodynamique de la pile. 


NOTE Ë. 

SUR LA THÉORIE DU CONDENSATEUR A LAME DIÉLECTRIQUE. 

M. II. Lorberg, professeur à l’Université de Bonn, a eu l’obligeance de 
nous signaler une erreur et une omission qui se sont glissées dans la 


(') P. Duuem, Le potentiel thermodynamique et .ses applications , p. 117. 
Paris; 1886. 

(’) H. Gilbault, Variation de la force électromotrice des piles avec la pres¬ 
sion ( Comptes rendus . t. CXIIL p. 465; 1891). — Étude sur la variation de la 
force électromotrice des piles avec la pression ( La lumière électrique, t. XLII, 
pp. 7 et 65 ; 1891 ). 
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theone du condensateur à lame diélectrique (t. Il, pp. 355 - 362 ). Nous 
allons ici réparer l’une et l’autre. 

Les deux constantes Dj et Vj, introduites par les égalités (n) (p. 358), 
sont liées par l’égalité ( 9 bis) (p. 35 9 ). Il n’est pas possible, en général, de 
disposer du rapport de ces constantes de manière que l’égalité (io bis) soit 
^rifiée en tout point des surfaces Sg, S 3 . La solution proposée est donc, 
en & enér al, inacceptable. IVIais elle devient acceptable si le rapport 


à W 


dv ' 


dN 3 


a la meme valeur en tout point P des surfaces Sj, S 3 . C’est ce qui arrive 
dans les deux cas particuliers traités aux pages 35 9 et suivantes. 

Au Tome II, page 36i, ligne 4. la formule 



doit être remplacée par celle-ci 



y étant la charge qui, répartie sur le conducteur 1 , le porte au niveau po 
tentiel 1 . Si l’on désigne par C la capacité de ce conducteur, on a 


eC = y. 

Les trois formules qui suivent celle dont nous venons de parler doivent 
aussi être rectifiées par l’introduction du facteur y au second membre. 

Une correction analogue doit être faite à quelques formules des pages 364 
et 365. Elle est si aisée, que le lecteur n’aura point de peine à la trouver. 


FIN DU TOME TROISIÈME. 
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